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Аннотация. Рассмотрено течение вязких электропроводных жидкостей в поле действия сил, имеющих магнитную природу. 
Проведен анализ случая, когда течение является нестабилизированным, по своим характеристикам близким к потоку на 
гидродинамическом начальном участке. В данном случае, помимо сил вязкого трения, существенное влияние на поток имеют 
силы инерции от конвективного ускорения и массовые силы, связанные с действием пондеромоторных сил, возникающих при 
наличии магнитного поля. В этом случае в уравнениях движения, характерных для описания гидродинамического начального 

участка, появляется слагаемое, характеризующее действие сил с магнитной природой, то есть, величина 
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 указывает 

на эффект проявления пондеромоторных сил на гидродинамическом начальном участке и связана с величиной соотношения 
между силами инерции и силами вязкого трения. В этом случае, когда силы инерции незначительны, рассматриваемая 
система уравнений характеризует течение Гартмана. Тогда, когда силы инерции от конвективного ускорения значительно 
больше пондеромоторных сил, рассматриваемое течение характерно для гидродинамического начального участка и описано 
в литературе достаточно полно. Наконец, данные уравнения могут быть использованы для описания движения Пуайзеля, 
когда пренебрежимо малы пондеромоторные силы и силы инерции. Таким образом, в общем случае при наличии всех видов 
сил, представленных в уравнении движения, мы имеем дело с гидродинамическим начальным участком, величина которого 
зависит как от критерия Рейнольдса, так и от критерия Гартмана. Характер такой зависимости представлен в статье в 
виде рисунка, где перепад давления в общем случае можно представить как сумму перепада давления для 
стабилизированного течения и дополнительного, связанного с действием сил инерции и пондеромоторных сил. Как показали 
проведенные эксперименты, действие пондеромоторных сил проявляется в виде тормозящего поток эффекта. В то же 
время, силы инерции от конвективного ускорения способствуют ускоренному движению жидкости в ядре потока в 
гидродинамическом начальном участке и торможению в пределах формирующегося пограничного слоя. Таким образом, от 
соотношения между этими силами зависит процесс формирования потока на гидродинамическом начальном участке. В 
работе этот процесс характеризуется соотношением между критерием Рейнольдса и критерием Гартмана. 
Ключевые слова: гидродинамический начальный участок, силы инерции, пондеромоторные силы, критерий Рейнольдса, 
критерий Гартмана, перепад давления. 
 

 
Введение 
 
Одной из актуальных задач магнитной гидродинамики является задача, связанная с нестабилизированным 

течением вязких жидкостей при наличии поперечного магнитного поля. Как известно, в этом случае, помимо сил 
инерции от конвективного ускорения действуют пондеромоторные силы, что способствуют проявлению целого 
ряда гидродинамических эффектов, торможению потока, перераспределению гидродинамических характеристик 
на начальном участке, изменению его длины, гашению вихрей, если таковые возникают на входе в канал. 

Для электропроводящих жидкостных сред А. В. Перминов др. [1–3] указывают, что магнито-
гидродинамическое взаимодействие может порождать конвективное движение в жидкости, оказывать влияние 
на структуру и устойчивость такого движения. Для случаев, когда число Прандтля почти нулевое Pr→0, 
поперечное магнитное поле (составляющая) в отличие от горизонтального существенным образом влияет на 
стабилизацию потока.  

В работе А. Малекзаде и соавт. [4] исследовано влияние магнитного поля на коэффициент поверхностного 
трения устойчивого полностью развитого ламинарного потока в трубе. Установлено, что поперечное магнитное 
поле изменяет профиль осевой скорости с параболического на относительно плоскую форму. При этом сначала 
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радиальная составляющая скорости возрастает быстрее, а затем постепенно уменьшается вдоль трубы, до тех 
пор, пока не снижается до нуля. 

В работе М. Г. Тагери [5] исследуются вопросы действия магнитного поля на течение жидкости во входной 
области каналов. Для  ньютоновской несжимаемой электропроводящей жидкости в плоском канале, подверженой 
действию магнитного поля, предложено использовать некий вспомогательный параметр, зависящий от величины 
магнитной интенсивности и градиента давления. Сделана попытка исследования магнитогидродинамического 
начального участка. Эль-Шахед [6] исследовал влияние поперечного магнитного поля на нестационарное течение 
жидкости сквозь пористую среду в круглой трубе, описал поля скорости и напряжений потока.  

В работе Г. Нагаранджу [7] показано, как при увеличении числа Рейнольдса замедляется осевая 
составляющая потока, тогда как усиливается ее радиальная составляющая. С. К. Какарантзас и соавт. [8] 
методами прямого численного моделирования магнитогидродинамических потоков подтверждают, что наличие 
магнитного поля приводит к замедлению жидкости и, следовательно, к стабилизации потока и для случаев 
движения жидкости в кольцевых зазорах.  

 
Цель исследования и постановка задачи 
 
Учитывая эти способности и большое практическое значение исследований гидродинамического 

начального участка в настоящей работе, сделана попытка оценки влияния магнитного поля на 
нестабилизированный поток. В связи с этим возникла необходимость проведения дополнительных исследований, 
связанных с решением задачи и получения рекомендаций, связанных с определением длины гидродинамического 
начального участка, характеризуемой как гидродинамическими характеристиками, так и критериями, 
связанными с магнитной природой. 

 
Методика и результаты исследования 
 
Исследованиям по изучению особенностей течения вязких и аномально-вязких жидкостей в поперечном 

магнитном поле в зоне гидродинамического начального участка посвящено множество работ [10–14]. В основном 
эти исследования относились к электропроводным ньютоновским жидкостям. Как известно, для гидро-
динамического начального участка при наличии поперечного магнитного поля перепад давления может быть 
определен на основании уравнения движения, представленным в следующем виде 
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Данные уравнения записаны в декартовой системе координат для случая движения жидкости в канале 

вдоль оси Х. Как видно из этого уравнения, перепад давления на начальном участке зависит от поверхностных 

сил, характеризуемых силами вязкого трения и представленных выражением 
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. В уравнении (1) приняты следующие обозначения:  

  ,u  проекции скорости на оси x и z; 

   – вязкость; 

 B – индукция магнитного поля; 
  c – скорость света; 
   – плотность электромагнитного поля. 
 
Таким образом, в общем случае перепад давления на гидродинамическом начальном участке 

характеризуется тремя основными составляющими: 
 вязким трением; 
 силами инерции от конвективного ускорения; 
 магнитными силами. 
 
Запись данного уравнения в безразмерном виде показывает, что перепад давления, характеризуемый 

критерием Эйлера, является функцией критерия Рейнольдса и критерия Гартмана. В зависимости от соотношения 
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между данными силами определяются особенностью формирования поля скоростей и давлений на начальном 
участке. При этом возможно три случая: 

 
1. Когда магнитные силы в электропроводной жидкости по величине значительно меньше сил инерции; в этом 

случае задачу можно рассматривать как стандартную задачу о гидродинамическом начальном участке [10, 
13, 15, 16]; 

 
2. Возможен случай, когда силы магнитного поля значительно превышают по величине силы инерции; в этом 

случае уравнение принимает следующий вид: 
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3. В этом случае наиболее распространенным на практике является предположение, что объемные силы 
инерции соизмеримы с силами вязкого трения, то есть  
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Для случая 1 может быть использовано решение, представленное в работах [10, 15–17], и решение 
системы уравнений дает возможность получить зависимости для перепада давления и поля скоростей. В этом 
случае уравнение движения в цилиндрических координатах имеет следующий вид: 
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Решение данных уравнений позволяет определить закон распределения скоростей на начальном участке 

в следующем виде: 
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Энергия, затрачиваемая на начальном участке, является причиной дополнительного перепада давления, 

возникающего в этой области по сравнению с областью установившегося течения. На рисунке 1 показано, как 

градиент давления постепенно уменьшается на длине ܮ௘ eL по мере удаления от входа, пока не достигнет 

постоянного значения, соответствующего стабилизированному течению.  
 

 
Рис. 1. График зависимости p(l) 
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Для случая 2 (стабилизированного течения в магнитном поле) уравнения движения могут быть 
представлены в виде 
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а решение имеет следующий вид 
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При исследовании течения на начальном участке в случае (3) при экспериментальных исследованиях был 

обнаружен эффект торможения потока за счёт действия пондеромоторных сил. Особенности движения жидкости 
в этом случае можно охарактеризовать следующим образом: 

 Процесс развития течения начинается с формирования гартмановских пограничных слоев, который 

происходит за время
2B




. Более медленно протекает соответствующее формирование профиля в ядре 

потока (и рост пограничных слоев на верхней и нижней стенках в канале прямоугольного сечения). При 
изучении полностью развитого течения было показано, что электромагнитная сила в ядре потока имеет 

порядок cBv

a


. Эта оценка следует из того, что распределения токов в поперечном сечении 

регулируется пограничными слоями на боковых стенках. Аналогично при развитии течения разность 
между электромагнитными силами в переходном и развитом режимах, связанная с наиболее устойчивой 

составляющей разности скоростей v ,в ядре потока ≀ݒ 
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,  что было указано 

выше. Таким образом, как следует из анализа, с уменьшением скорости движения жидкости влияние 
поперечного магнитного поля может возрастать.  

 
В первом случае, когда величина критерия Гартмана незначительна, длина начального участка 

определяется по формуле [16]: 

 L const H Re    (8) 

 
где const ݐݏ݊݋ܿ  െ	экспериментальная величина, зависящая от условия входа в каналах. 

Перепад давления определяется по формуле, имеющей следующую структуру: 
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где p  Δ݌≀ െ	дополнительный перепад давления, связанный с деформацией эпюры скоростей на начальном 

участке. 
Таким образом, многие авторы считают, что используя приведенную зависимость (9) как результат 

анализа уравнения Пуайзеля, к которому добавили член p  Δ݌≀, учитывающий переход скоростного профиля от 

однородного к параболическому и потере на трении при входе в трубопровод. 
Для второго случая, когда силы инерции пренебрежимо малы, гидродинамический начальный участок 

отсутствует. 
В третьем случае гидродинамический начальный участок определяется в зависимости от величины 

критерия Рейнольдса и Гартмана: 

 1 2L c H Re+c H Ha      (10) 

где 1c , 2c  – 	константы, характеризующие электропроводящие свойства рассматриваемой жидкости.  

К сожалению, определение перепада давления для этого случая является весьма сложной задачей, 
связанное с недостаточностью физического представления о взаимодействии сил магнитной природы и сил 
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инерции. В связи с этим, возникает необходимость дополнительных экспериментальных исследований. 
Используя метод двух капилляров были проведены эксперименты, позволяющие сделать оценку величины 
тормозящего эффекта за счет магнитного поля, то есть, пондеромоторных сил, на начальном участке. 

Таким образом, степень влияния сил, имеющих аналогичную природу, то есть поперечного магнитного 
поля на гидродинамическом начальном участке, существенно зависит от соотношения между ними и силами 
инерции, характеризуемых конвективным ускорением. Данное соотношение влияет не только на распределение 
скоростей, но и на перепад давления и длину гидродинамического начального участка. Основными критериями 
подобия в рассматриваемом случае являются критерии Гартмана  и Рейнольдса. Соотношение между этими 
критериями, имеющее вид 
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и характеризует интенсивность и степень торможения потока магнитной жидкости на начальном участке под 
влиянием магнитного поля. Ядро потока, в данном случае, является ускоренным благодаря действию сил 
инерции. Как показано в работе [11], поведение потока на начальном участке может быть представлено 
следующим образом: процесс развития течения начинается с формирования гартмановских пограничных слоев, 

который происходит за время
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. Эта оценка следует из того, что распределение токов в пограничном сечении 

регулируется пограничными слоями на боковых стенках. Аналогично при развитии течения разность между 
электромагнитными силами в переходном и развитом режимах, связанная с наиболее устойчивой составляющей 

разности скоростей u   в ядре потока, оказывается порядка
Bu

a

 
 и должна быть сравнима с 

u

T


. Таким 

образом, 
a

T
B





 и mau Re

L a
HaB


  


,  что было указано выше. Оценка длины L согласуется с результатами 

анализа, сделанного Бай-Ши-И [18]. Длина начального участка в трубе при круглом сечении оказывается меньше, 
чем при квадратном. 
 

 
 
Выводы  
В статье поставлена задача проведения анализа воздействия на поток вязкой жидкости, сил инерции от 

конвективного ускорения и пондеромоторных сил, возникающих при движении жидкости в магнитном поле. 

Показано, что основными критериями, характеризующими такой поток, являются критерии Рейнольдса и 

Гартмана, а их соотношение характеризует степень проявления рассматриваемых сил в пределах 

гидродинамического начального участка. Показано, что если силы инерции от конвективного ускорения 

оказывают ускоряющее действие на поток (иногда используется термин разгонный начальный участок), то 

пондеромоторные силы способствуют торможению потока. На основании данного представления о физике 

процесса были получены рекомендации для определения длины гидродинамического начального участка. 
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Особливості течії в'язкої рідини під дією поперечного магнітного поля 
 
А. Н. Мамедов, С. В. Стась, Е. В. Лаврухін 
 
Анотація. Розглянуто течії в'язких електропровідних рідин у під дією сил, що мають магнітну природу. Проведено аналіз 
випадку, коли течія є нестабілізованою, за своїми характеристиками близькою до потоку на гідродинамічній початковій 
ділянці. В такому випадку, окрім сил в'язкого тертя, істотний вплив на потік чинять сили інерції від конвективного 
прискорення та масові сили, пов'язані з дією пондеромоторних сил, що виникають при наявності магнітного поля. За таких 
умов у рівняннях руху для опису гідродинамічної початкової ділянки, з'являється доданок, що характеризує дію сил з 

магнітною природою. Величина 
ఙ஻బ

మ

௖మ
∙
డ௨

డ௬
 вказує на ефект прояву пондеромоторних сил на гідродинамічній початковій ділянці 

й пов'язана з величиною співвідношення між силами інерції та силами в'язкого тертя. У випадку, коли сили інерції незначні, 
розглянута система рівнянь характеризує течію Гартмана. Коли сили інерції від конвективного прискорення суттєво більші 
за пондеромоторні сили, особливості течії подібні до  гідродинамічної початкової ділянки і детально описані в літературі. 
Нарешті, дані рівняння можуть бути використані для опису течії Пуайзеля, коли і пондеромоторні сили, і сили інерції 
несуттєві. Таким чином, в загальному випадку при наявності всіх видів сил, представлених в рівнянні руху рідини, ми маємо 
справу з гідродинамічною початковою ділянкою, довжина якої залежить як від критерія Рейнольдса, так і від критерія 
Гартмана. Характер такої залежності поданий в статті у вигляді рисунка, де зміну тиску в загальному випадку можна 
представити як суму перепаду тиску для стабілізованої течії і додаткової, пов'язаної з дією сил інерції і пондеромоторних 
сил. Як показали проведені експерименти, дія пондеромоторних сил чинить гальмуючий ефект на течію. Разом із тим, сили 
інерції від конвективного прискорення сприяють прискореному руху рідини в ядрі потоку в гідродинамічній початковій 
ділянці та гальмуванню у примежовому шарі. Таким чином, від співвідношення між цими силами залежить процес 
формування потоку на гідродинамічної початковій ділянці. У роботі цей процес характеризується співвідношенням між 
критерієм Рейнольдса і критерієм Гартмана. 
Ключові слова: гідродинамічна початкова ділянка, сили інерції, пондеромоторні сили, критерій Рейнольдса, критерій 
Гартмана, перепад тиску. 
 
 
Specific of a viscous fluid flow under the action of a transverse magnetic field  
 
A. N. Mamedov, S. V. Stas, Y. V. Lavrykhin 
 
Annotation. In this article we considered the flow of viscous electrically conductive fluids in the field of action forces which have a 
magnetic nature. Done the analysis of the case when the flow is unstabilized, but in their characteristics close to the flow in the 
hydrodynamic initial section. In this case, besides the viscous friction forces,have a significant effect on the flow the inertial forces 
from convective acceleration and mass forces, related with the action of ponderomotive forces arising in the presence of a magnetic 
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field. In this case, the term appears in the equations of motion characteristic of the description of the hydrodynamic initial section, 

which characterize the action of forces with a magnetic nature, that is, the value  
ఙ஻బ

మ

௖మ
∙
డ௨

డ௬
  shows on the effect of the manifestation of 

ponderomotive forces in the hydrodynamic initial section and related with the value of the ratio between the forces of inertia and the 
forces of viscous friction. The Hartman flow characterizes when the inertia forces are insignificant in this case. On the other side the 
inertia forces from convective acceleration are much greater than the ponderomotive forces, the flow under consideration is 
characteristic of the hydrodynamic initial section and is described in the article quite fully. Finally, these equations can be used to 
describe the Poiseuille motion, when ponderomotive forces and inertia forces are too small. In general case, in the presence of all 
types of forces represented in the equation of motion, we are working with a hydrodynamic initial section, whose value depends on 
both the Reynolds criterion and the Hartman criterion. The nature of this dependence is presented in the article as a picture, where 
the differential pressure in the general case can be represented as the sum of the differential pressure for a stabilized flow and 
additional, related with the action of inertia and ponderomotive forces. The experiments show, that the action of ponderomotive forces 
appear itself in the form of a flow-inhibiting effect. At the same time, inertial forces from convective acceleration contribute to the 
accelerated movement of fluid in flow core in the hydrodynamic initial section and inhibition within the forming boundary layer. 
Finally, the process of flow formation in the hydrodynamic initial section depends on the relationship between these forces. In the 
work, this process is characterized by the relationship between the Reynolds criterion and the Hartman criterion. 
Keywords: hydrodynamic initial section, inertia forces, ponderomotive forces, Reynolds criterion, Hartman criterion, pressure drop. 
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