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Проблематика. Поєднання експериментальних та розрахункових методик досліджень процесів зародження та 
розповсюдження тріщини в зразках різних типів застосовується для визначення механічних характеристик матеріалів, а 
також для підвищення точності оцінки міцності та довговічності елементів конструкцій. 
Мета дослідження. Визначення параметрів моделі пошкоджуваності матеріалу Гарсона-Твергаарда-Нідлмана (GTN) за 
результатами чисельного моделювання зразків різних типів при різних видах навантаження на прикладі сталі 22К із 
застосуванням методу скінчених елементів  
Методика реалізації. Із використанням методу скінчених елементів було проведено чисельне моделювання процесів 
зародження та розповсюдження тріщин в циліндричних зразках при одновісному розтязі, в зразках Шарпі при динамічному 
навантаженні, а також в СТ зразках при квазістатичному навантаженні на прикладі сталі 22К з використанням моделі 
пошкоджуваності матеріалу GTN. 
Результати дослідження. При зіставленні експериментальних та чисельних результатів визначено повний набір 
параметрів моделі матеріалу GTN для сталі 22К. Проведено оцінку напруженого стану в околі вершини тріщини та кінетику 
її розповсюдження в матеріалі зразків різних типів при статичному та динамічному навантаженні. 
Висновки. Модель пошкоджуваності матеріалу GTN, з визначеними із експериментів значеннями параметрів, може бути 
використана для чисельного моделювання  процесів зародження та розповсюдження тріщини як у зразках різних типів при 
різних видах навантаження, так і в елементах конструкцій. 
Ключові слова: модель пошкоджуваності матеріалу GTN; метод скінчених елементів; зародження та розповсюдження 
тріщини; зразок Шарпі; CT-зразок.

Вступ 

При чисельному моделюванні процесів заро-
дження та розповсюдження тріщини використову-
ються різні моделі матеріалу з глобальними та локаль-
ними критеріями руйнування. Використання локаль-
них критеріїв руйнування дозволяє проводити розра-
хунки з високою просторовою роздільною здатністю і 
розглядом локальних процесів у вершині тріщини. За-
лишається відкритим питання коректного визначення 
параметрів таких моделей та їх подальшого викорис-

тання з точки зору адекватності опису процесів дефор-
мування і руйнування металу в локальних областях 
зразків та конструктивних елементів. 

Для моделювання процесів зародження та розпо-
всюдження тріщини в елементах конструкцій використо-
вується багато різних моделей матеріалу з локальними 
критеріями руйнування, такі, як модель Береміна [1], мо-
дель Гарсона-Твергаарда-Нідлмана (GTN) [2–3], модель 
Русел’є [4], модель когезійної зони [5] та інші. Біль-
шість з цих моделей може бути використано для моде-
лювання лише одного виду руйнування – крихкого чи 
в’язкого. На відміну від інших моделей, модель GTN 
може бути використана для моделювання різних видів 
руйнування, тому на сьогоднішній день вона широко 
застосовується в практиці як для дослідницьких, так і 
для інженерних розрахунків процесів зародження та 
розповсюдження тріщини в елементах конструкцій. 
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Для визначення параметрів моделі GTN зазвичай вико-
ристовують результати експериментальних дослі-
джень зразків різних типів при різних видах руйну-
вання. 

Метою роботи є визначення параметрів моделі 
GTN за результатами чисельного моделювання зразків 
різних типів при різних видах руйнування на прикладі 
сталі 22К із застосуванням методу скінчених еле-
ментів. 

Модель пошкоджуваності матеріалу  
Гарсона-Твергаарда-Нідлмана 

У моделі GTN для моделювання процесів дефо-
рмування та руйнування використовується рівняння, 
яке інтерпретують як деякий пластичний потенціал і 
використовують як наближену умову текучості порис-
того матеріалу: 
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де eqv  – еквівалентні напруження, y – межа текучості, 

0  – середнє нормальне напруження, 1q  2q , 3q – кое-

фіцієнти Твергаарда. Функція *f  моделює швидку 

втрату несучої спроможності, пов’язану зі злиттям 
пор, і має наступний вигляд: 
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де f  – об’ємна доля пор в матеріалі з початковим зна-

ченням 0f , Cf  – критичне значення об’ємної долі пор, 

Ff  – об’ємна доля пор при остаточному руйнуванні, 

11Ff q . Зростання пор у матеріалі описується насту-

пним рівнянням: 
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де Nf – частина об’єму, в якому зароджуються пори, 

NS  – середньоквадратичне відхилення розподілу Гау-

са, N  – стандартне відхилення пластичної деформа-

ції, 𝜀௣̄௟ – еквівалентна пластична деформація, яка від-
повідає максимальній швидкості зародження пор, 𝜀̄ሶ௣௟– 
швидкість еквівалентної пластичної деформації, 𝜀ሶ௣௟ – 
пластична частина тензору швидкості деформацій. 

Таким чином, виходячи з рівнянь (1–3), модель 
GTN має 9 параметрів, які можуть бути поділено на 3 
категорії.  

Параметри 1q  2q  , 3q  пов’язані з поверхнею те-

кучості, зазвичай рекомендовано використовувати 
наступні значення цих параметрів q1 = 1.5, q2 = 1,  
q3 = 2.25. Параметри 0f , Nf , NS  та N  пов’язані з за-

родженням пор. Ці параметри визначають за результа-
тами чисельного моделювання і їхні значення можуть 
суттєво відрізнятися для різних матеріалів. Параметри 

Cf  та Ff  відповідають за зростання пор та руйнування 

матеріалу. Визначення цих параметрів є найбільш 
складною задачею, яка потребує проведення чисель-
ного моделювання з використанням явної схеми інтег-
рування у часі, що займає багато розрахункового часу. 

Чисельні розрахунки циліндричних  
зразків на одновісний розтяг 

Зазвичай для визначення частини параметрів мо-
делі GTN проводять чисельне моделювання циліндри-
чних зразків на одновісний розтяг та зіставляють ре-
зультати розрахунків з експериментальними даними. В 
даній роботі було проведено чисельне моделювання 
циліндричного зразка  5 мм зі сталі 22 К. Істинна ді-
аграма деформування була отримана за результатами 
експериментальних випробувань зразків, вирізаних з 
елементу трубопроводу зі сталі 22 К. Механічні харак-
теристики сталі 22 К: модуль Юнга Е = 2.1  105 МПа, 
коефіцієнт Пуассона μ = 0.3, границя плинності σТ =  
= 303 МПа, границя міцності σВ = 644 МПа. Всі роз-
рахунки виконувались у 3D постановці з використан-
ням явної схеми інтегрування із врахуванням ефектів 
геометричної нелінійності. Для побудови усіх скін-
чено-елементних (СЕ) моделей в роботі використову-
вались 20-ти вузлові гексагональні елементи. Мініма-
льний розмір елементу в центральному перерізі цилін-
дричного зразка становить min 0.3L   мм. Загальна кіль-

кість вузлів у моделі – 19677, елементів – 17600. Три-
мірна СЕ модель циліндричного зразка показана на 
рис.1, а. До референсної точки, до якої був прив’яза-
ний рух вузлів верхньої частини кріплення зразка, за-
давалось переміщення l = 10 мм. Нижня частина кріп-
лення зразка була жорстко закріплена (рис. 1, б). 

Для визначення параметрів 0f , Nf , NS  та N  

була проведена серія розрахунків циліндричного зра-
зка. За результатами розрахунків визначалась залеж-
ність σ(ε), яка порівнювалась з експериментальною ді-
аграмою деформування для сталі 22К. Для визначення 
впливу кожного з цих параметрів на вид діаграми де-
формування проводились розрахунки з варіюванням 
значень одного з параметрів при постійних значеннях 
інших параметрів. 

За результатами розрахунків було визначено 
значення параметрів, при яких розрахункова умовна 
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діаграма деформування найбільш наближена до експе-
риментальної. Значення цих параметрів наведено в 
таблиці 1 (варіант 4). На рис. 2 показано зіставлення 
експериментальної та розрахункових умовних 
діаграми деформування для кількох варіантів роз-
рахунків. 

Таблиця 1. Значення параметрів моделі GTN для  
різних варіантів розрахунків 

 

 

Рис. 2. Зіставлення експериментальної та роз-
рахункових умовних діаграм деформування 
для кількох варіантів розрахунків 

Використання параметрів руйнування fС та fF не 
дозволяє з достатньою точністю описати заключну 
стадію руйнування циліндричного зразка, тому для їх 
визначення потрібно проведення додаткових роз-
рахунків. Для цього в ряді робот пропонується прове-
дення розрахунків зразків Шарпі, або СТ-зразків [6–10]. 

Чисельні розрахунки ударних випробувань 
зразків Шарпі 

Для розрахунків процесів зародження та 
розповсюдження тріщини в зразках Шарпі була побу-
дована тривимірна СЕ модель. Ударник та опору було 
промодельовано у вигляді аналітичних жорстких пове-
рхонь. Для зменшення розрахункового часу застосову-
валась ½ частина моделі. В зоні контакту зразка з уда-
рником та з опорою, а також у вершині концентратора 
і вздовж площини розповсюдження тріщини викорис-
товувалась більш щільна СЕ сітка (рис. 3). Мінімаль-
ний розмір елементу у вершині концентратора стано-
вить Lmin = 20 мкм. Загальна кількість вузлів в моделі –
79815, елементів –73400. В якості навантаження завда-
валась швидкість ударника V0 = 4.4 м/с, опора вва-
жалась жорстко закріпленою. В якості моделі матері-
алу використовувалась модель GTN із параметрами, 
які було отримано із розрахунку циліндричного зразка 
на одновісний розтяг для сталі 22К. Для моделювання 
процесів руйнування зразка Шарпі додатково викори-
стовувались параметри руйнування Cf  та Ff . Для під-

 f0 εN SN fN 

Варіант 1 0.001 0.3 0.01 0.1 

Варіант 2 0.001 0.318 0.0095 0.1 

Варіант 3 0.001 0.319 0.012 0.17 

Варіант 4 0.001 0.319 0.018 0.08 

       
 а б 

Рис. 1. Тримірна СЕ модель циліндричного зразка а та граничні умови б 
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бору цих параметрів проводилось Зіставлення резуль-
татів експериментів із результатами розрахунків по ді-
аграмі залежності зусилля від часу  P t .  

 

 

Рис. 3. Скінчено-елементна модель ударного 
навантаження зразка Шарпі 

Було проведено серію розрахунків із варіюван-
ням параметрів руйнування Cf  та Ff . Параметр Cf  

відповідає за початок злиття пор та регулює швидкість 
їх росту. Параметр Ff визначає кількість пор в одиниці 

об’єму, при якій починається процес руйнування. На 
рис. 4 наведено розрахункові залежності ( )P t у 

порівнянні з експериментальною діаграмою наванта-
ження для крихкого руйнування, а у таблиці 2 наведено 
різні комбінації параметрів руйнування, для яких про-
водились розрахунки. За результатами розрахунків 
було обрано такі значення параметрів руйнування 

0.01Cf   та 0.15Ff   (Варіант 5 у табл. 2), при яких 

розрахункова діаграма ( )P t максимально наближена 

до експериментальної. 

 

 

Рис. 4. Розрахункові залежності P(t) у 
порівнянні з експериментальною діаграмою 
навантаження для крихкого руйнування 

Таблиця 2. Значення параметрів руйнування моделі 
GTN для різних варіантів розрахунків 

 fc fF 

Варіант 1 0.05 0.25 

Варіант 2 0.0025 0.37 

Варіант 3 0.03 0.19 

Варіант 4 0.025 0.09 

Варіант 5 0.01 0.15 

 
На рис. 5 представлено поля розподілу еквівале-

нтних напружень у центральному перерізі зразка Шар-
пі. Видно, що зародження тріщини відбувається у се-
редині зразку (рис. 5, а). Це пов’язано з утворенням  
бічних утягувань, що також підтверджується результа-
тами експериментальних досліджень [11]. Далі відбу-
вається швидкий проскок тріщини (рис. 5, б), а потім її 
уповільнення при досягненні зони стискаючих напру-
жені у зоні контакту зразка з ударником (рис. 5, в). 

 

 
а 

 

б 

 
в 

Рис. 5. Поля розподілу еквівалентних напру-
жень у момент початку зародження тріщини 
(а), при крихкому проскоку тріщини (б) та в 
момент зменшення швидкості тріщини (в) 
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Чисельні розрахунки випробувань СТ 
зразків на тріщиностійкість 

Для моделювання процесу розповсюдження трі-
щини в СТ-зразку використовувалась модель пошко-
джуваності матеріалу GTN з параметрами, які було 
отримано при розрахунках циліндричних зразків та 
зразків Шарпі. На рис. 6, а показана СЕ модель СТ зразка 
розміром 0.5Т зі згущенням СЕ сітки вздовж напрямку 
розповсюдження тріщини. Загальна кількість вузлів в 
моделі – 312930, елементів – 295860. Для прикладання 
зусиль та граничних умов в отворах зразка було задано 
референсні точки, до яких був прив’язаний рух повер-
хонь по колу отворів. До однієї точки було прикладено 
зусилля, а до іншої – граничні умови, які унеможлив-
люють рух точки (рис. 6, б). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Скінчено-елементна модель СТ-зразка 0.5Т 

За результатами розрахунків було проведено зіс-
тавлення розрахункової та експериментальної діаграми 
навантаження ( )P l  (рис.7). Використані при розрахун-

ках параметри моделі GTN було отримано для темпе-
ратури випробувань Т = + 10 °С (при використанні ре-
зультатів ударних випробувань зразків Шарпі), проте 
розрахункова залежність ( )P l  добре збігається з екс-

периментальною діаграмою для температури випробу-
вання Т = –50 °С. Таким чином має місце температур- 

ний зсув на 60 °С між критичними температурами 0T та 

KT , що корелює з відомими літературними даними [12–

14]. На рис. 8 показано поля розподілу еквівалентних 
напружень в різні моменти часу. Видно, що, як і в зразках 
Шарпі, зародження тріщини відбувається в середині 
зразка і фронт її розповсюдження є нерівномірним. На 
бічних поверхнях також спостерігається утворення утя-
гувань, але вони значно менші, ніж у зразках Шарпі. 

 

 

Рис. 7. Порівняння експериментальної та ро-
зрахункової залежності P(Δl) для СТ-зразка 0.5Т 
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б 

 
в 

Рис. 8. Поля розподілення інтенсивності 
напружень при  Δl = 0.3 мм (а), Δl = 1.5 мм (б), 
Δl = 3.0 мм (в) 
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Для реалізації плоского деформованого 
стану при експериментальних дослідженнях пот-
рібно використовувати СТ-зразки великої тов-
щини, що не завжди можливо, враховуючи дефі-
цит металу та складність проведення випробувань 
великогабаритних зразків. Аналіз впливу тов-
щини зразка та виду напруженого стану на процес 
розповсюдження тріщини в СТ-зразку можна про-
вести, використовуючи розрахункові методи. В 
даній роботі було побудовано СЕ-модель СТ-зра-
зка розміром СТ-2Т з товщиною 50 мм, яка пока-
зана на рис. 9. Загальна кількість вузлів в моделі – 
275720, елементів – 264900. Початкові та граничні 
умові такі ж, як і для моделі зразка 0.5Т. Було ви-
користано ті ж самі значення параметрів моделі 
GTN, як і для розрахунку СТ-зразка 0.5 Т. 

На рис. 10 показано поля розподілу еквіва-
лентних напружень у різні моменти часу. Видно, 
що фронт тріщини майже рівномірний та вплив 
бічних утягувань практично відсутній, при цьому 
кут розкриття тріщини значно зменшується в зраз-
ках товщиною 2Т. На діаграмі навантаження для 
зразка 2Т (рис. 11) видно різке падіння сигналу, на 
відміну від більш плавного зменшення у зразках 
0.5Т (рис. 7). Таким чином, у зразку СТ-2Т реалі-
зується плоский деформований стан на відміну 
від зразка товщиною 0,5Т. 

Отже, модель GTN, з визначеними із експе-
риментів значеннями параметрів може бути вико-
ристана для чисельного моделювання  процесів 
розповсюдження тріщини як у зразках різних ти-
пів при різних видах навантаження, так і в елеме-
нтах конструкцій. 

Висновки  

Методом скінчених елементів проведено 
чисельне моделювання статичних та динамічних 
випробувань зразків різних типів з використанням 
моделі Гарсона-Твергаарда-Нідлмана. При зістав-
ленні експериментальних та чисельних результа-
тів визначено повний набір параметрів моделі для 
сталі 22К. 

Проведено чисельне моделювання СТ зраз-
ків товщиною 0.5Т та 2Т. Результати розрахунків 
зразка СТ товщиною 0.5Т добре узгоджуються з 
експериментальними даними. Збільшення роз-
міру СТ зразка до 2Т дозволяє реалізувати при роз-
рахунках плоский деформований стан. Таким чи-
ном показано, що модель GTN, з визначеними із 
експериментів значеннями параметрів може бути 
використана для чисельного моделювання  проце-
сів розповсюдження тріщини як у зразках різних 
типів при різних видах навантаження, так і в еле-
ментах конструкцій.  

 

Рис. 9. Скінчено-елементна модель СТ-зразка СТ-2Т 

 

а 

 

б 

 

в 

Рис. 10. Поля розподілення інтенсивності напру-
жень у зразку СТ-2Т при Δl = 1.9 мм (а), Δl = 1.95 
мм (б), Δl = 2.0 мм (в) 

 

Рис. 11.  Залежність P(Δl) для зразка СТ-2Т 
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Численное моделирование процессов зарождения и распространения тре-
щины в образцах различных типов с использованием модели повреждае-
мости материала GTN 

Е.А. Кондряков, А.В. Кравчук, В.В. Харченко  

Проблематика. Комплексное использование экспериментальных и расчетных методик исследований процессов зарождения 
и распространения трещины в образцах различных типов применяется для определения механических характеристик мате-
риалов, а также для повышения точности оценки прочности и долговечности элементов конструкций. 
Цель исследования. Определение параметров модели повреждаемости материала Гарсона-Твергаарда-Нидлмана (GTN) по 
результатам численного моделирования образцов различных типов при различных видах нагружения на примере стали 22К 
с применением метода конечных элементов. 
Методика реализации. С использованием метода конечных элементов было проведено численное моделирование процессов 
зарождения и распространения трещин в цилиндрических образцах при одноосном растяжении, в образцах Шарпи при ди-
намическом нагружении, а также в СТ образцах при квазистатическом нагружении на примере стали 22К с использованием 
модели повреждаемости материала GTN. 
Результаты исследования. При сопоставлении экспериментальных и численных результатов определен полный набор па-
раметров модели материала GTN для стали 22К. Проведена оценка напряженного состояния в окрестности вершины тре-
щины и кинетика ее распространения в материале образцов различных типов при статическом и динамическом нагружении. 
Выводы. Модель повреждаемости материала GTN, с определенными из экспериментов значениями параметров, может 
быть использована для численного моделирования процессов зарождения и распространения трещины как в образцах раз-
личных типов при различных видах нагружения, так и в элементах конструкций. 
Ключевые слова: модель повреждаемости материала GTN, метод конечных элементов, зарождение и распространение 
трещины, образец Шарпи, CT образец. 
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Numerical modeling of crack initiation and propagation processes in various 
specimen’s types using the GTN material damage model 

I.O. Kondriakov, A.V. Kravchuk, V.V. Kharchenko  

Problematic. A combination of experimental and computational methods for studying the processes of crack initiation and propagation 
in various specimen’s types is used to determine the mechanical properties of materials, as well as to improve the accuracy of assessing 
the strength and durability of structural elements. 
Research objective. Determination of the parameters of the Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) material damage model based on 
the numerical modeling results of various specimen’s types under various types of loading for steel 22K using the finite element method.  
Realization technique. Using the finite element method, numerical modeling of the processes of cracks nucleation and propagation in 
cylindrical specimens under uniaxial tension, in Charpy specimens under dynamic loading, and also in CT specimens under quasi-
static loading was carried out for steel 22K using the GTN material damage model. 
The results of research. By comparing the experimental and numerical results, the full set of GTN material model parameters for steel 
22K was determined. The stress state in the crack tip area and the kinetics of its propagation in the material of various specimen’s 
types under static and dynamic loading were estimated. 
Conclusions. The GTN material damage model with the parameter values determined from experiments, can be used for numerical 
simulation of the processes of crack initiation and propagation both in specimens of various types under various loading types, and in 
structural elements. 
Keywords: GTN material damage model, finite element method, crack initiation and propagation, Charpy specimen, CT specimen. 

 


