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Анотація. Метою даної роботи є розробка розрахунково-експериментальної методики визначення модуля пружності од-
ного з шарів двошарового бруса прямокутного поперечного перерізу при згинанні за умови, що модуль пружності іншого шару 
відомий. У представленій частині роботи із застосуванням формул переходу відносно паралельних осей отримано матема-
тичний вираз для визначення згинальної жорсткості двошарового прямокутного перерізу, який не включає відстані від цен-
трів ваги перерізів шарів до зведеного центру ваги всього перерізу, які, в свою чергу, залежать від модулів пружності шарів. 
Наявність такого виразу дала змогу в замкненій формі скласти алгебраїчне рівняння, в якому в якості невідомого може 
виступати модуль пружності одного з шарів. В результаті було встановлено математичний зв’язок невідомого модуля пру-
жності з відомим модулем пружності іншого шару, геометричними розмірами шарів та згинальною жорсткістю всього 
перерізу, яку слід визначати експериментально. 
Ключові слова: модуль пружності, пористі покриття, пружно-геометричні характеристики, згинальна жорсткість, дво-
шаровий переріз, зведений центр інерції.

Вступ 

Сучасні можливості травматології та ортопедії, 
що базуються на наукових досягненнях в галузі меди-
чних наук, біомеханіки та матеріалознавства, в значній 
мірі обумовлюють тенденцію до удосконалення мето-
дів лікування переломів та інших пошкоджень кісток 
опорно-рухового апарату [1]. У деяких випадках, зок-
рема, при переломах шийки та вивихах стегна, постт-
равматичному артрозі, вроджених диспластичних арт-
розах та деяких системних захворюваннях лікування 
можливе тільки шляхом повної заміни тазостегнового 
суглобу з використанням ендопротезів [2, 3]. На даний 
час існує велика кількість різних типів ендопротезів, а 
їх порівняно велика вартість і різноманітність характе-
ристик підіймає питання щодо доцільності заміни од-
ного виду ендопротеза на інший. Тому для обґрунтова-
ного вибору оптимальних типів ендопротезів потрібна 

їх оцінка з точки зору не тільки клінічних, а й механіч-
них показників. 

Однією з головних проблем при застосуванні ме-
талевих ендопротезів в ортопедії та травматології яв-
ляється невідповідність модулів пружності кістки та 
імплантату, внаслідок чого уповільнюється регенера-
ція і остеоінтеграція [4, 5]. Модуль пружності метале-
вих матеріалів в 10–20 разів вищий, ніж у кістковій 
тканині [6], тому вирішення зазначеної проблеми мож-
ливе шляхом зниження модуля пружності за рахунок 
використання низько модульних сплавів, а також моди-
фікації поверхні ендопротезу, яка контактує з кісткою.  

При визначенні пружних характеристик плазмо-
вих покриттів звичайними способами [7] виникають 
деякі ускладнення, так як більшість з цих матеріалів 
руйнуються при дуже незначних деформаціях [8]. 
Тому перспективними для визначення фізико-механіч-
них властивостей покриттів є акустичні методи дослі-
дження [9], які дозволяють визначати пружні характе-
ристики без руйнування зразків. Однак використання 
цих методів при дослідженні пружних характеристик 
багатошарових матеріалів, отриманих, наприклад, пла-
змовим напиленням, пов’язане зі складнощами відді-
лення напиленого шару від поверхні основи, а також з 
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похибками, які вносить це відділення [10]. Тому вини-
кає потреба у розробці методики визначення пружних 
характеристик покриття без відділення його від ос-
нови. 

Огляд існуючих досліджень 

За умов пружного деформування для визначення 
фізико-механічних властивостей покриття на підкла-
дці використовують методи вимірювання шляхом ви-
пробувань на розтяг-стиск, а також на згинання [11]. 
Однак з урахуванням розподілу залишкових напру-
жень в покриттях плазмового напилення [12] та їх 
вплив на роботу композиції в цілому найбільш доціль-
ними виявляються випробування на згинання. Відомо 
[13], що для крихких та малопластичних матеріалів, 
якими є напилені покриття, випробування на згинання 
успішно замінило нерепрезентативне для них випробу-
вання на одновісний розтяг. 

Згідно з існуючою на сьогоднішній день методи-
кою розрахунку фізико-механічних властивостей пок-
риттів, запропонованої в роботах [14, 15], модуль пру-
жності покриття визначається за формулою: 
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де Bx – жорсткість перерізу зразка з покриттям, яка ви-
значається при випробуванні на консольне згинання; 
b – ширина зразка; Eb – модуль пружності підкладки; 
hb – висота підкладки; hc – висота покриття; yb та yc – 
відстані від центрів ваги перерізів підкладки та пок-
риття, відповідно, до зведеного центру ваги перерізу 
зразка (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Умовне зображення перерізу зразка з 
покриттям для випробувань на згинання 

При цьому, за даними цих же робіт [14, 15], від-
стані yb та yc визначаються за формулами: 
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відповідно. 
Якщо підставити (2) та (3) в (1), то величина Ec 

буде по обидві сторони рівності і для її знаходження 
необхідно вирішити алгебраїчне рівняння відносно неї. 
Однак в роботах [14, 15] цього не було зроблено, нато-
мість для розрахунку yb та yc задавалися відношенням 
Ec/Eb. Тобто, враховуючи, що модуль пружності підк-
ладки Eb відомий, фактично задавалися величиною мо-
дуля пружності покриття Ec, яка і підлягає визначенню. 
Очевидно, що достовірність результатів розрахунку за 
такою методикою викликає обґрунтовані сумніви. 

Тому на сьогоднішній день існує необхідність у 
розробці експериментально-теоретичної методики, яка 
дозволить визначати модуль пружності покриття при 
згинанні у явній формі. 

Мета роботи 

З огляду на вищевикладене на даному етапі ро-
боти метою є: встановлення аналітичного зв’язку між 
пружно-геометричними характеристиками двошаро-
вого прямокутного перерізу при згинанні з модулями 
пружності його окремих шарів; обґрунтування матема-
тичних формул для розрахунку модуля пружності од-
ного з шарів через модуль іншого шару, геометричні 
розміри шарів та пружно-геометричні характеристики 
композиції; визначення необхідних для розрахунків 
величин, які підлягають експериментальному встанов-
ленню. 

Теоретичні дослідження 

Згинальну жорсткість відносно головної осі x, 
яка проходить через зведений центр ваги зразка, можна 
визначити через жорсткість відносно паралельної осі 
x1, на якій лежить основа перерізу, за формулою [16]: 

 2
1x x yB B a A= − ⋅ , (4) 

де ay – відстань між осями x та x1 (див. рис. 1); A – жо-
рсткість перерізу при розтягу-стиску. 

Згинальну жорсткість відносно осі x1 визначимо 
за формулою: 
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, (5) 

а жорсткість перерізу при розтягу – за формулою [16]: 

 b b c cA E b h E b h= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . (6) 

Оскільки вісь x є головною, ay являється коорди-
натою зведеного центру ваги перерізу відносно осі x1, 
яка визначається за формулою: 
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де *
1xS  – зведений статичний момент перерізу відносно 

осі x1, який можна знайти так само, як і геометричний 
статичний момент площі Sx1, надавши кожному елеме-
нту площі ваговий коефіцієнт у вигляді величини мо-
дуля пружності у відповідній точці перерізу.  

Підставивши (5)–(7) у (4), після перетворень 
отримаємо формулу для визначення згинальної жорст-
кості: 
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Тут необхідно зауважити, що для однорідного 
матеріалу (Eb = Ec = E) формула (8) набуде вигляду: 
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Враховуючи що осьовий момент інерції прямо-
кутного перерізу визначається за формулою [17]: 

 
3

12x
b hJ ⋅= , 

отримаємо формулу для визначення згинальної жорст-
кості перерізу з постійним модулем пружності з ро-
боти [16]: 

 x xB E J= ⋅ , 

чим підтверджується правильність отриманої вище фо-
рмули (8) для згинальної жорсткості двошарового пе-
рерізу. 

Шляхом перетворень формули (8) одержимо рі-
вняння: 
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вирішуючи яке відносно модуля пружності покриття, 
отримаємо: 
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де ( )2 22 3 2b b b b c cE h h h h h⋅ + ⋅ +ψ = . 

Аналізуючи отриману формулу, можемо бачити, що 
експериментальному визначенню підлягають модуль 
пружності підкладки Eb та згинальна жорсткість зраз-
ка Bx. 

Висновки 

1. Обґрунтовані теоретичні засади нової експе-
риментально-теоретичної методики для визначення 
модуля пружності покриття при згинанні без відді-
лення його від основи. 

2. Отримані математичні формули для визна-
чення у явному вигляді модуля пружності одного з ша-
рів двошарового бруса прямокутного перерізу через 
геометричні розміри шарів, модуль пружності іншого 
шару та згинальну жорсткість всього перерізу, при-
чому дві останні характеристики визначаються експе-
риментальним шляхом. 
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Calculation and experimental procedure for determining the modulus of  
elasticity of porous coatings on a substrate during bending. 
Part 1. Theoretical foundations  
M.M. Dyman, A.V. Moltasov, S.M. Kalyuzhny  

Abstract. The purpose of this work is to develop a design and experimental technique for determining the modulus of elasticity of one 
of the layers of a two-layer bar of rectangular cross section during bending, provided that the modulus of elasticity of the other layer 
is known. In this part of the work, using the transition formulas of relatively parallel axes, a mathematical expression has been obtained 
to determine the bending stiffness of a two-layer rectangular section, which does not include distances from the centers of weight of 
sections of layers to the pivot center of weight of the entire section, which, in turn, depend on the elastic modules of layers. The presence 
of such an expression made it possible to form an algebraic equation in which the modulus of elasticity of one of the layers can act as 
an unknown. As a result, the mathematical connection of the unknown modulus of elasticity with the known modulus of elasticity of the 
other layer, geometric dimensions of layers and bending stiffness of the entire section was established, which should be determined 
experimentally. 
Keywords: modulus of elasticity, porous coatings, elastic-geometric characteristics, bending rigidity, double-layer section, composite 
center of inertia. 
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