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Анотація. Досліджуються гармонічні коливання п’єзокерамічних функціонально-градієнтних секціонованих порожнистих 
циліндрів з врахуванням дисипації енергії. Розглядається циліндр скінченної довжини, що складається з парної кількості сек- 
цій, поляризованих в коловому напрямку, які з’єднуються між собою за принципом зустрічної поляризації. Матеріал на основі 
п’зокераміки PZT-5A вважається функціонально неоднорідним в напрямку попередньої поляризації. Циліндр навантажує- 
ться різницею потенціалів, прикладеною до плоских граней секцій. Розрахунок виконується методом скінченних елементів. 
Описується методика формування матриць демпфування та визначення коефіцієнтів, що відповідають частотно-незалеж- 
ному демпфуванню, альфа- та бета-демпфуванню, демпфуванню за Релеєм на заданому частотному діапазоні зі сталою 
добротністю. Вказані способи демпфування пов’язуються з експериментальними даними через механічну добротність 
п’єзоелемента. Діелектричні втрати враховуються шляхом введення в розрахункові вирази тангенсу або матриці тангенсів 
діелектричних втрат. Проводиться порівняння розглянутих методів з результатом, отриманим за допомогою комплексних 
пружних та діелектричних модулів, та оцінюється їх відповідність вхідним даним.  
Для функціонально-градієнтного  та однорідного п’єзоелементів заданої конфігурації будуються амплітудно-частотні ха-
рактеристики для переміщень, заряду на електродах, електричного адмітансу та його логарифму з врахуванням демпфу-
вання. Для функціонально-неоднорідного циліндра визначаються частоти електричних резонансів, антирезонансів та відпо-
відні коефіцієнти електромеханічного зв’язку. Максимальний коефіцієнт електромеханічного зв’язку виникає на частоті 
другого електричного резонансу. 
Ключові слова: секціонований п’єзокерамічний циліндр; функціонально-градієнтний матеріал; гармонійні коливання; МСЕ; 
затухання за Релеєм; електричний резонанс і антирезонанс.

Вступ 

П’єзокерамічні перетворювачі циліндричної фор-
ми є функціональними компонентами численних при-
строїв, призначених для перетворення електричної 
енергії в механічну та навпаки. Вони застосовуються, 
зокрема, в гідроакустиці, збирачах енергії, медичній 
техніці, пристроях моніторингу елементів конструкцій 
та споруд та ін. як випромінювачі та приймачі акусто-
електричного сигналу. Дослідження коливань п’єзое-
лектричних циліндрів та циліндричних оболонок як 

складових електроакустичних систем проводилися в 
роботах [1]–[6] та ін. В зв’язку зі складністю постанов- 
ки зв’язаних задач електропружності, аналітичні роз- 
в’язки знайдено лише для обмеженого класу задач. Для 
двовимірних та тривимірних тіл розвиваються число- 
во-аналітичні та числові підходи до розв’язання. 

П’єзоелектрики [7] є основою багатьох сучасних 
адаптивних систем, для яких характерною є наявність 
вимірювальної (сенсорної) і виконавчої (актюаторної) 
компонент, що взаємодіють між собою за допомогою 
системи керування [3], [5], [8]–[12]. Розвиток адаптив-
них систем вимагає розробки нових типів матеріалів та 
пристроїв, що задовольняють вимогам роботи в екст-
ремальних умовах, високопродуктивного перетво-
рення енергії, гнучкості та високої механічної міцності 
при динамічних навантаженнях. Для задоволення цих 
вимог розробляють функціонально-градієнтні матеріа- 
ли (ФГМ), що отримані при механічному поєднанні 
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матеріалів з різко відмінними значеннями фізико-хімі-
чних параметрів, наприклад, при спайці кераміки з ме-
талом або полімером. Зазвичай, зміна властивостей 
ФГМ пов’язана з відповідним варіюванням хімічного 
складу чи фізичної структури матеріалу. Використання 
ФГМ дозволяє уникнути такого недоліку, як концент-
рація напружень між шарами, що виникає в багатоша-
рових матеріалах. Їх фізико-механічні властивості не-
перервно змінюються вздовж однієї або кількох коор-
динатних осей. Функціональна неоднорідність матері-
алу зазвичай спеціально проектується та реалізується 
для забезпечення особливих задач перетворення енер-
гії, але також може виникати в процесі виготовлення 
внаслідок неоднорідності розподілу температурного 
поля, тиску або наповнення об’єму. 

Дослідження коливань функціонально-градієнт-
них тіл на даний момент активно розвивається. Поши-
рення пружних хвиль в багатошарових та функціона-
льно-неоднорідних циліндрах і кулях було розглянуто 
в монографії [2]. Дослідження функціонально-градієн-
тної пластини в задачах активного керування проводи-
лося в [10] та ін.  

Технічна необхідність врахування ускладнених 
матеріальних характеристик, вибору оптимальних 
умов функціонування та забезпечення надійності 
п’єзоелементів вимагає швидких та надійних засобів 
розв’язання динамічних задач електропружності. Од-
ним з найбільш поширених в механіці деформівного 
твердого тіла числовим методом є метод скінченних 
елементів (МСЕ), що використовується для розв’язан- 
ня широкого спектру задач механіки деформівного 
твердого тіла. Розповсюдження цього методу пояснює- 
ться великим обсягом фізичних станів, до математич-
них моделей яких може бути застосований МСЕ, уні-
версальністю, простотою застосування в інженерних 
обчислювальних комплексах, легкою зміною вхідних 
параметрів та навантажень, чіткою фізичною інтерпре-
тацією отриманих результатів. Приклади застосувань 
МСЕ до задач динаміки просторових тіл із використан-
ням промислових програмних комплексів наведені, на-
приклад, у публікаціях [13]–[15] та багатьох інших. 

МСЕ має досить багато модифікацій та способів 
виведення розв’язуючих рівнянь залежно від матема-
тичної моделі досліджуваного середовища. Для п’єзо-
електричних тіл використовуються підходи, що базу-
ються на варіаційному принципі Гамільтона-Остро-
градського [1], [3], варіаційному рівнянні Лагранжа у 
згортках [8], [9], варіаційному принципі Ер Нісса [16], 
варіації методу Бубнова-Гальоркіна [5] та ін. Скінчен-
ноелементні симуляції динамічного електромеханіч-
ного стану п’єзоелементів є основним етапом проекту-
вання пристроїв, що функціонують на основі п’єзоефек- 
ту. Вони використовуються для підбору експлуатацій-
них режимів та прогнозування поведінки пристрою 
при можливих змінах умов роботи, в ітераційних мето-
дах визначення матеріальних характеристик, для вери-
фікації результатів, знайдених іншими способами. 

Для отримання реалістичних розв’язків динаміч-
них задач в’язкоелектропружності постановка задачі 
має враховувати демпфування (дисипацію енергії, вну-
трішнє тертя або в’язкість матеріалу). Математичний 
опис демпфування є однією з найбільш складних про-
блем при підготовці розрахункової моделі в п’єзоелек-
тричному аналізі. На резонансних режимах демпфу-
вання може бути зведене до введення в розрахунок ма-
теріальних сталих у формі комплексних модулів. Пов-
ний, а частіше частковий, набір тангенсів втрат знай-
дено в літературі лише для окремих матеріалів, що не 
дає змогу застосовувати цей підхід до інших матеріалів 
[17], [18]. На практиці процедура експериментального 
визначення уявних складових комплексних модулів є 
досить складною та неоднозначною, оскільки в загаль-
ному випадку вони залежать від робочої температури 
п’єзоелемента, від частоти навантаження та тривалості 
роботи, що в сукупності призводить до дисипативного 
розігріву [6], [19]. Сучасний стан дослідження термо-
механічного стану п’єзоелектричних сенсорів та актуа- 
торів в задачах активного керування коливаннями в’яз-
копружної конструкції описано в [11]. 

В даній роботі для опису демпфування коливань 
застосовується загальноприйнятий в механіці деформі-
вного твердого тіла механізм внутрішнього в’язкого 
тертя, що в чисельних підходах реалізується як демп-
фування за Релеєм [5], [16]. Визначальним показником 
в цьому підході є добротність [7], [20], що є однією з 
ключових характеристик п’єзоелемента. 

Постановка задачі 

Зв’язаний електропружний стан п’єзокераміч-
ного тіла характеризується вектором переміщень u , 
псевдо-векторами напружень та деформацій в системі 
позначень Фойґта ( )11 22 33 23 13 12, , , , , Т= σ σ σ σ σ σσ , 

( )11 22 33 23 13 12, , , 2 , 2 , 2 Т= ε ε ε ε ε εε , вектором напружено-

сті електричного поля ( )1 2 3, , TD D D=D  та вектором 

електричної індукції ( )1 2 3, , TE E E=E . 
Будемо виходити з принципу Гамільтона-Остроград-

ського, згідно до якого електропружний стан досліджува-
ного тіла визначається функціями, на яких функціонал 
досягає стаціонарного значення (перша варіація 0Jδ = ). 

Функціонал принципу Гамільтона-Остроградсь-
кого можна представити в вигляді [3]: 

 ( )
1 1

0 0

t t

t t

J Ldt K U A dt= = + +∫ ∫ . (1) 

В функціоналі (1) лагранжіан L визначається як 
сума кінетичної енергії K, внутрішньої енергії U та ро-
боти зовнішніх сил та електричного поля A. Для п’єзо-
електричних тіл вищеназвані компоненти енергії тіла 
визначаються наступним чином: 
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T
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Ω
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2

T TU d
Ω

= − + Ω∫ ε σ E D ; 

 ( ) ( )T T
s

S

A d q dS
Ω

= Ω+ −ϕ∫ ∫u f u p , (2) 

де Ω  ‒ об’єм тіла; S ‒ поверхня, що його обмежує; 
ρ  ‒ густина матеріалу; f  ‒ вектор масових сил; p  ‒ 
вектор механічного навантаження на поверхні тіла; 
ϕ  ‒ електричний потенціал, sq  ‒ щільність поверхне-
вих зарядів. Верхній індекс T ‒ символ транспонування 
вектора; крапка над символом означає похідну за часом.  

Співвідношення Коші в системі позначень 
Фойґта записуємо як: 

 = Ξε u , (3) 

де введено диференціальний оператор: 
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.  

З врахуванням співвідношень Коші (3), виразу 
напруженості електричного поля через електричний 
потенціал = −∇ϕE , теореми Гауса-Остроградського 
і правила диференціювання добутку функцій випли-
ває, що варіація лагранжіана L, описаного виразами 
(1), (2), може бути записана у вигляді: 

 ( )( )T T TL d
Ω

δ = − δ Ξ ρ + + δ Ω+− ϕ∇∫ u u fσ D  

 ( ) ( )( )T
s

S

q dS+ δ + δϕ− +∫ p Dnσu n ,  

де ∇  ‒ оператор Гамільтона; n – вектор напрямних ко-
синусів нормалі до поверхні розміром 3×1; n  ‒ (3×6) – 
матриця напрямних косинусів. 

З умови 0Lδ =  та довільності віртуальних пере-
міщень δu  і δϕ  випливають рівняння руху середо-
вища та рівняння вимушеної електростатики:  

 Tρ −Ξ =u fσ ;   0T∇ =D , (4) 

а також природні граничні умови: 

u
SS =u U ;    Sσ

=nσ p ;   0S V
ϕ

ϕ = ;   
q

sS q= −nD . (5) 

Постановку динамічних задач електропружності 
у вигляді рівнянь (4) при граничних умовах (5) потріб- 
но доповнити матеріальними співвідношеннями: 

 Е T= −σ с ε e E ; (6) 

 S= ⋅ + ⋅D e ε є E , (7) 

де Еc  – симетрична (6×6) матриця модулів пружності, 
визначених при нульовій напруженості електричного 
поля; Тe  – транспонована (6×3) – матриця п’єзоелект-
ричних модулів; Sє  – (3×3) – матриця коефіцієнтів ді-
електричної проникності при постійних деформаціях. 

Постановка задач електропружності (4)–(7) не 
враховує дисипацію енергії, що суперечить фізичній 
картині коливань. Найбільш проста модель врахування 
дисипації енергії, що описує внутрішнє тертя в мате-
ріалі, формується через введення в рівняння руху 
демпфувального доданку, пропорційного до швидкос- 
ті переміщень з коефіцієнтом dα : 

 T
dρ +α ρ −Ξ ⋅ =u u σ f  . (8) 

В МСЕ введене в (8) демпфування носить назву 
альфа-демпфування. Врахування демпфування коли-
вань у формі (8) є досить поширеним в чисельних 
розв’язках задач динаміки деформівного твердого тіла 
в зв’язку з простотою реалізації та інтерпретації ре-
зультатів, але ця модель не отримала достатнього екс-
периментального підтвердження, оскільки вона не вра-
ховує гістерезисної складової дисипації енергії. 

Експериментально встановлено [17], [18], що 
п’єзоелектричні матеріали в області малих деформацій 
і напруженостей електричного поля мають властивості 
лінійного спадкового середовища. Моделі спадкових 
п’єзоелектричних матеріалів розглядалися в роботах 
[1], [8], [9], [11], [20] та ін.]. Лінійні залежності спадко-
вої теорії між компонентами векторів σ , ε , D  та E  
мають вигляд [1], [9], [20]: 

 ( ) ( )
( ),

, ,
t

j
i ijt C t d

−∞

∂ε τ
σ = − τ τ −

∂τ∫
x

x x  

 ( ) ( ),
,

t
k

ik
E

e t d
−∞

∂ τ
− − τ τ

∂τ∫
x

x ; (9) 

 ( ) ( )
( ),

, ,
t

j
k kjD x t e t d

−∞

∂ε τ
= − τ τ +

∂τ∫
x

x  

 ( ) ( ),
,

t
k

kk
E

є t d
−∞

∂ τ
+ − τ τ

∂τ∫
x

x . (10) 

Функції релаксації пружних сталих ( ),ijC t − τx , 

п’єзоелектричних модулів ( ),ike t − τx , діелектричних 

проникностей ( ),kkє t − τx  характеризують фізико-ме-
ханічні властивості матеріалу. Зазвичай їх беруть у фо-
рмі певних зручних для обчислення функцій, параме-
три яких повинні визначатися експериментально. На 
даний момент існують експериментальні та ітераційні 
методи для знаходження параметрів функцій релакса-
ції при усталених коливаннях у формі комплексних 
модулів. Але повні набори комплексних модулів, необ-
хідні для тривимірного обрахунку, відомі лише для 
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одиничних матеріалів. За відсутності таких даних до-
водиться застосовувати інші моделі врахування диси-
пації енергії. 

Одна з найпоширеніших в динаміці деформів-
ного твердого тіла моделей демпфування коливань 
відома як модель в’язкопружного тіла Кельвіна-
Фойґта. Вона отримується з рівняння (9) при 

( ) ( )( ), 1 ( )E
ij ij dC t с t= +β δx x , де ( )tδ  ‒ дельта-функція. 

Тоді співвідношення для напружень у формі (6) мають 
вигляд: 

 ( )Е T
d= +β −σ с ε ε e E ; (11) 

Згідно до цієї моделі внутрішнє в’язке тертя в 
твердому тілі пропорційне частоті і амплітуді дефор-
мації в першому степені. Гіпотеза Кельвіна-Фойґта 
отримала широке поширення в прикладній теорії коли-
вань з огляду на її простоту та лінійну форму, проте 
численні експерименти показують, що у більшості ма-
теріалів при середніх напруженнях і нормальних тем-
пературах внутрішнє тертя практично не залежить від 
частоти. В зв’язку з цим модель Кельвіна-Фойґта за-
стосовують в обмежених частотних діапазонах, зазви-
чай в околі резонансної частоти, з врахуванням зв’язку 
коефіцієнта демпфування dβ  з механічною добротні-
стю п’єзоелемента на цій частоті. Модель (11) реалізо-
вана в МСЕ під назвою бета-демпфування. 

Окрім механічних втрат, експериментально під-
тверджено необхідність врахування діелектричних 
втрат. Математично вираз (10) найпростішим чином 
можна представити у формі (7) як: 

 ( )d
S= ⋅ + ⋅ + γD e ε ε E E . (12) 

Система рівнянь електропружності відносно фу-
нкцій переміщень та електричного потенціалу отриму-
ється шляхом підстановки (11), (12) в (8) з врахуванням 
(3) та виразу = −∇ϕЕ : 

( )d d
T E T ρ + α ρ −Ξ ⋅ ⋅Ξ +β + ⋅∇ϕ = u u с u u e f   ; (13) 

 ( )d 0T S ∇ ⋅ ⋅Ξ − ⋅ ∇ϕ+ γ ∇ϕ = e u є  . (14) 

При переході до числових методів система рів-
нянь (13), (14) перетворюється до системи диференці-
альних рівнянь за часом відносно векторів U  та Φ , що 
складаються з компонент векторів переміщень та зна-
чень електричного потенціалу, відповідно, у всіх вуз-
лових точках дискретного розбиття розрахункової мо-
делі тіла: 

 
[0][0]

[0][0] [0]
uu

ϕ

         + +      −         

CM U U
CΦ Φ

 

 

 

 
( )

u u u
T

u

ϕ

ϕϕ ϕ

       + =   
   −     

K K FU
FΦK K

, (15) 

де uM , uС , uK  – матриці мас, механічного демпфу-
вання та жорсткостей; ϕС  ‒ матриця діелектричних 
втрат; uϕK , ϕK  – матриці п’єзоелектричних та діеле-
ктричних коефіцієнтів при переміщеннях та електрич-
ному потенціалі; uF , ϕF  – вектори механічних та еле-
ктричних навантажень, відповідно.  

В методі демпфування за Релеєм, що є лінійною 
комбінацією альфа- та бета-демпфувань та описує 
в’язке тертя в матеріалі, матриця uС  представляється 
у вигляді лінійної комбінації матриць uM  та uK  з ма-
совим коефіцієнтом демпфування dα  та жорсткісним 
коефіцієнтом демпфування dβ  [5]: 

 d du u u= α +βC M K . (16) 

З врахуванням інших моделей демпфування ма-
триця uС  може мати інші доданки. При стаціонарних 
коливаннях компоненти матриці uС  мають комплекс-
ний множник і можуть трактуватися як уявна частина 
комплексних модулів. 

На усталених режимах роботи демпфування ко-
ливань в міжрезонансних діапазонах проявляється 
мало, але в околі резонансу є дуже важливою власти- 
вістю, оскільки в експерименті при резонансі спостері-
гається пік з обмеженою амплітудою. Для опису цього 
явища на резонансній частоті 2k kf = ω π  використо-
вується поняття добротності п’єзоелемента dkQ . Доб-
ротність є однією з найважливіших характеристик ос-
цилятора з врахуванням демпфування і може бути ви-
міряна експериментально як відношення резонансної 
частоти до ширини резонансного піку на рівні 0,707 
висоти резонансної кривої. В околі конкретної власної 
частоти kω  при відомій добротності dkQ  використо- 
вується альфа-демпфування  

 d d2 k kα = ω ξ ;   d 0β =  (17) 

або бета-демпфування: 

 d 0α = ;   d
d

2 k

k

ξ
β =

ω
. (17а) 

Тут dkξ  ‒ частотно-незалежний коефіцієнт 
демпфування, що визначається як 1 (2 )dk dkQξ = .  

Якщо вважати добротність сталою dk dQ Q=  на 
інтервалі частот [ ],b ef f , то формули для визначення 
коефіцієнтів демпфування dα  та dβ  мають вигляд [5]: 

 
( )d

d

2 b e

b e

f f
f f Q
π

α =
+

;   
( )d

d

1
2 b ef f Q

β =
π +

. (18) 

Важливою характеристикою роботи п’єзоеле-
мента в електричному колі є також його провідність, 
або електричний адмітанс Y  [7], [17]: 
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a a

a a
I I і QY
V V V

ω
= = =
∆

. (19) 

Амплітудно-частотні характеристики адмітанса 
або його логарифма мають екстремуми на частотах 
електричного резонансу або антирезонансу. Визначи-
вши ці частоти, можемо знайти коефіцієнт електроме-
ханічного зв’язку (КЕМЗ) п’єзоелемента за форму-
лою [1], [17] 

 ( )2 2
d a rk k k akk f f f= − . (20) 

Квадрат КЕМЗ показує, яка частина підведеної 
до п’єзоелектрика енергії перетвориться в енергію ін-
шого виду. 

Числові результати 

Проведемо розрахунок гармонічних коливань 
функціонально-градієнтного п’єзокерамічного секціо-
нованого циліндра. Вважається, що циліндр складає- 
ться з 12N =  поляризованих в коловому напрямку се-
кцій, при чому сусідні секції зустрічно поляризовані. 
Внутрішній радіус циліндра 1 3R = см, зовнішній радіус 

2 5R = см, висота 2 10Н = см, матеріал – функціонально-
градієнтна п’єзокераміка на основі PZT-5А [9], [20]: 

 11 121 ГПа;Ec =  12 75,2 ГПа;Ec =  13 75,2 ГПа;Ec =  

33 111 ГПа;Ec =   44 21,1 ГПа;Ec =  

11 0916 ;Sє є=  33 0830 ;S єε =  31 2
Кл5,5 ;
м

e = −  

33 2
Кл15,8 ;
м

e =  42 2
Кл12,3 ;
м

e =  3
кг7500 .
м

ρ =  

Вважаємо, що матеріальні характеристики ФГМ 
змінюються лінійно в коловому напрямку з пропор-
ційно до функції:  

 ( ) 0,8 0,4 2b Nθ = + θ π ,   [ ]0, 2 Nθ∈ π .  

Функція ( )b θ  моделює неоднорідність запов-
нення форми порошковою сумішшю складових цирко-
нат-титанат свинцю на етапі виготовлення елемента 
конструкції з розрахунком на відхилення його вихід-
них параметрів від табличних в межах 20 % за рахунок 
неоднорідного пресування. При цьому при осеред-
ненні за об’ємом матеріальні характеристики дорівню-
ють табличним. Розподіл може бути обраний у вигляді 
іншої функції та описувати комбінацію різних матері-
алів, що повинна відповідати технічним вимогам щодо 
конкретного конструктивного елементу та технологіч-
ним можливостям виробника. 

Задача розв’язується із застосуванням програми 
ANSYS. На першому етапі у циліндричній системі ко- 

ординат r zθ  створюється секція циліндра в області 

1 2R r R≤ ≤ , 0 N≤ θ ≤ α  ( )360N Nα =  , 0 z H≤ ≤ . 

Для реалізації неоднорідності матеріалу геометрична 
модель у напрямку координати θ  розбивається на М  
частин, для кожної з яких створюється окремий мате-
ріал з характеристиками j ja a b∗ ∗=  ( 1...j M= ; M  – 

кількість матеріалів), де a∗  ‒ табличне значення мате-

ріальної характеристики, а ( )0.8 0,4jb j M= + ⋅  ‒ кое-

фіцієнт, що описує лінійне відхилення від однорідного 
стану в коловому напрямку. Для однорідного мате- 
ріалу 1jb = .  

Для кожного з M  матеріалів задаються таблиці 
пружних, п’єзоелектричних та діелектричних сталих у 
вигляді: 
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 
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, 

що визначають поляризацію в напрямку осі 2x = θ  та 
задають порядок складових векторів ( 11 22, ,AN = σ σσ  

)33 12 23 13, , , ,Tσ σ σ σ ( )11 22 33 12 23 13, , , 2 , 2 , 2 ,Т
AN = ε ε ε ε ε εε  

реалізованих в ANSYS. На поверхні 0θ =  задається 
нульовий потенціал ( )0 0ϕ = , а при Nθ = α  задається 

аVαϕ = .  
Основний розрахунок проводився на сітці 

5×5×10 елементів. Використовувався квадратичний 
скінченний елемент, кожен вузол якого має чотири 
ступені свободи ( ru , uθ , zu ,ϕ ). Порівняння з результа-
тами, отриманих на сітці 10×10×25 елементів, показало 
відхилення між переміщеннями в межах 2 %. 

З модального аналізу при закорочених електро-
дах визначаємо резонансні частоти: 

 r
10085;  11536;  17031;  23259;  30323; 

Гц
32642;  37652;  39242;  42936;  44610...

f  
=  
 

. 

Антирезонансні частоти визначаються при ро- 
зімкнутих електродах: 
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 а
11253;  13656;  17745;  23260;  30376; 

Гц
32687;  37655;  39242;  42937;  44610...

f  
=  
 

 

Відповідні коефіцієнти електромеханічного 
зв’язку (20) дорівнюють: 

 d
0,4950;  0,6335;  0,2926;  0,0093;
0,0592;  0,0525;  0,0126;  0;  0,0068;  0...

k  
=  
 

 

Бачимо, що найбільш ефективними для перетво-
рення енергії є перші три резонанси. 

Проаналізуємо гармонічні коливання без враху-
вання втрат енергії. На рис. 1 наведено амплітудні зна-
чення та фазові кути радіальних та поздовжніх перемі-
щень точки 1 з координатами 2( ,0, )R H  циліндра при 

100аV V= . Бачимо, що перші два резонанси на час-
тотах r1 ц10 Г085f = , r2 ц11 Г536f =  відображаються і 
в радіальному, і в поздовжньому напрямку. Третя резо-
нансна частота 3 ц170 Г31 rf =  виражена лише для zu . 
Четвертий резонанс на переміщеннях не відображає- 
ться. На п’ятому і шостому резонансі переміщення до-
сягають відносно великих значень, але ці частоти не є 
робочими через малий КЕМЗ.  

Розглянемо способи реалізації демпфування в 
ANSYS. Матриця демпфування uС  для механічних 
полів визначається наступним чином: 

 d
d d 2u u u

ξ = α + β + + πΩ 
C M K  

 d
d d

1 2

M
j

j uj j uj
j=

 ξ  
+ α + β +   πΩ  
∑ M K . (21) 

Тут dα , dβ  – глобальні параметри демпфування 
за Релеєм. Матеріально залежне демпфування опису-
ється коефіцієнтом альфа-демпфування djα  або бета-

демпфування djβ  ( j  – номер матеріалу), що задаються 

як властивості конкретного лінійного матеріалу. Таб-
лиці даних можуть залежати від частоти, температури 
або часу. Частотно-залежні властивості підтримуються 
лише для повного гармонічного аналізу. Частотно-не-
залежний коефіцієнт демпфування dξ  задається для 
тіла в цілому, матеріальний коефіцієнт демпфування 

djξ  – для матеріалу номер j .  

Гістерезисне структурне демпфування може 
бути включено в гармонічний і демпфований модаль-
ний п’єзоелектричний аналіз з використанням кількох 
структурних коефіцієнтів демпфування або у формі 
матриць тангенсів втрат: 

( )
( )

(1 ) ,

.

Е Е T
d

S S S

і і

i tg і

= + β + −

= − − δ −

σ с ψ с ε e E

D eε є є ς є E





 (22) 

де і  ‒ уявна одиниця; ψ  ‒ симетрична матриця пруж-
них тангенсів втрат; ς  ‒ діагональна матриця діелект-
ричних тангенсів втрат; dtgδ = γ ω  ‒ тангенс діелект-
ричних втрат;   ‒ оператор поелементного множення 
матриць. Зазвичай тангенс діелектричних втрат наво-
диться в технічних таблицях матеріальних сталих для 
п’єзокераміки або визначається через електричну доб-
ротність як e1tg Qδ = .  

Для PZT-5A взято наступні тангенси втрат [9], [20]:  

 

 
Рис. 1. Амплітудно-частотні характеристики переміщень точки ( )1,0,R H  
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 ( )11 0,0111Etg c = ; ( )12 0,0062Etg c = − ;  

 ( )13 0,0012Etg c = − ; ( )33 0,0067Etg c = ; 

( )55 0,0332Etg c = ; ( )66 0,0167Etg c = ; 

( ) ( )11 33 0,02S Stg tgε = ε = − . 

Відповідна механічна добротність визначається 
за формулою:  

 
( )( )
( )( )

2
11 13 33

2
11 13 33

Re

Im

E E E

m
E E E

c c c
Q

c c c

−
=

−

  

  

, (23) 

де ( )1 ( )E E E
ij ij ijc c i tg c= + ⋅  ‒ комплексні модулі. Для виб- 

раного матеріалу 75mQ = .  
Порівняння різних способів врахування демпфу-

вання наведено на Рис. 2.  
 

 
Рис. 2. АЧХ для різних методів затухання 

На рис. 2 наведено амплітудно-частотні криві ра-
діальних переміщень в діапазоні від 9,5 кГц до 12 кГц, 
що включає в себе перші два резонанси. Перша крива 
відповідає результатам, отриманим з врахуванням 
комплексних модулів; друга крива – альфа-демпфу-
вання (17) на другій власній частоті з коефіцієнтом 

d 2 d2α = ω ξ , d d1 (2 )Qξ = , d m 75Q Q= = ; третя крива – 
бета-демпфування на другій власній частоті при 

d d 22β = ξ ω ; четверта крива – демпфування за Релеєм 
з коефіцієнтами (18) в діапазоні 9 кГцbf = , 

12 кГцef = ; п’ята – демпфування за Релеєм в сукупно-
сті з тангенсом діелектричних втрат 1 50 0,02tgδ = = ; 
шоста – частотно-незалежне демпфування коливань 
при d d1 (2 )Qξ = . При порівнянні результатів вияви-
лося, що на першому резонансі переміщення, тримані 
за допомогою комплексних модулів та альфа-демпфу-
вання повністю співпали: 1( ) 0,98 мкмa

ru f = ; криві де- 

мпфування за Релеєм без врахування та з врахуванням 
тангенсу діелектричних втрат та частотно незалежне 
демпфування набули значення 1( ) 1,1 мкмa

ru f =  і при 

застосуванні бета-демпфування 1( ) 1, 26 мкмa
ru f = . 

Маємо відхилення між результатами в 12 %. На дру-
гому резонансі з врахуванням комплекних модулів ма-
ємо 2( ) 2,5 мкмa

ru f = , всі інші методи видали 

2( ) 2,8 мкмa
ru f = . Співпадіння результатів поясню-

ється тим, що в околі конкретної резонансної частоти 
частотно-незалежний коефіцієнт демпфування, альфа-
демпфування, бета-демпфування, демпфування за Ре-
леєм з коефіцієнтами (18) дають тотожні результати, 
що відповідають заданій механічній добротності 
п’єзоелемента. Для цих кривих добротність визначає- 
ться з графіка та на обох резонансах дорівнює зада-
ному значенню 75dQ = . Для графіка комплексних 
модулів має-мо 65dQ = . 

Четверта і п’ята крива повністю співпали, що сві-
дчить про те, що врахування тангенса діелектричних 
втрат при заданому навантаженні не є суттєвим. Від-
мінність між кривими з’являється при 0,1tgδ ≥ . П’єзо-
електричні втрати не враховуються, оскільки можли-
вість їх враховувати в середовищі Ansys поки що не ре-
алізована. Але очевидно, що вплив п’єзоелектричних 
втрат менший, ніж діелектричних, тому в даному роз-
рахунку будемо ними нехтувати.  

Надалі зупинимось на демпфуванні за Релеєм 
(18) в діапазоні 8 кГцbf = , 18 кГцef = . Тоді коефіціє-
нти демпфування (18) дорівнюють:  
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Відповідні амплітудно-частотні залежності для 
переміщень точки 0 з координатами ( )2 , 0, 0R  та точки 

1 з координатами ( )2 , 0,R H  функціонально-градієнт-
ного та однорідного циліндра наведені на рис. 3. При 
заданому навантаженні максимальні переміщення зов-
нішньої поверхні для ФГ циліндра виникають в радіа-
льному напрямку на частоті 10085 Гц. В поздовжньому 
напрямку перший резонанс також більше виражений, 
ніж другий. В однорідному циліндрі резонансні час-
тоти вищі, ніж в ФГМ, приблизно на 90 Гц, а ампліту-
дні значення переміщень відрізняються на 1–2 %. Ба-
чимо, що неоднорідність матеріалу знижує робочу ча-
стоту елемента. 

Амплітудно-частотні характеристики комплекс-
ного адмітансу, обчисленого за формулою (19), його 
фазового кута та логарифма для функціонально-гра- 
дієнтного та однорідного циліндра наведені на рис. 4.  
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Адмітанс має максимуми, а його логарифм ‒ мі-
німуми на частотах електричного резонансу. Ці час-
тоти для ФГМ співпадають з визначеними раніше 

{ }r 10,1;  11,5;  17;... кГцf ≈ . Локальні максимуми ло-
гарифма провідності відповідають антирезонансним 
частотам { }а 11,25;  13,65;  17,75... кГцf ≈ . Врахуван-
ня діелектричних втрат згладжує піки кривих логари-
фму адмітансу на антирезонансних частотах на 2–3 %. 
Значення КЕМЗ для однорідного циліндра 

{ }d 0,494;   0,61 ..9;   0, 295;.k = , тобто на перших двох 
резонансах КЕМЗ для ФГМ вищі. 

Висновки 

Застосування методу скінченних елементів 
(МСЕ) надає можливість здійснювати детальне дослі-
дження динамічного електромеханічного стану п’єзое-
лементів складної геометрії. Зокрема, у даній роботі 
представлені амплітудно-частотні характеристики для 
радіальних та поздовжніх переміщень п’єзокераміч-
ного порожнистого секціонованого циліндра, логари-
фму його провідності з врахуванням функціональної 
неоднорідності матеріальних характеристик та демп-
фування за Релеєм. Виконані чисельні експерименти 
показали, що альфа-демпфування, бета-демпфування, 

 
 а б 

Рис. 3. АЧХ для функціонально-градієнтного та однорідного циліндрів: а – радіальні переміщення, б – 
поздовжні переміщення 

 

 
Рис. 4. АЧХ адмітансу п’єзоелемента 
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демпфування за Релеєм та задання частотно-незалеж-
ного коефіцієнта демпфування, що визначаються через 
добротність п’єзоелемента, в околі конкретного резо-
нансу дають майже однакові результати, що відповідає 
фізичній стороні задачі. Розрахунок за допомогою 
комплексних модулів видав результати, що відрізня-
ються від демпфування за Релеєм на 13 %. 

Визначено, що в функціонально-градієнтному 
циліндрі розглянутої конфігурації власні частоти ни-
жчі, ніж в однорідному. Частоти електричного резо-
нансу та антирезонансу п’єзоелемента відповідають 
екстремумам кривої логарифма адмітанса. Визначено 
відповідні коефіцієнти електромеханічного зв’язку 
(КЕМЗ). Встановлено, максимальні переміщення ви-
никають на першій резонансній частоті, хоча максима- 

льний КЕМЗ для ФГ відповідає другому резонансу. 
При цьому відбувається періодичне випучування ци-
ліндричної поверхні в радіальному напрямку, і ци- 
ліндр скорочується.  

Таким чином, застосований підхід дозволяє 
проводити тривимірний розрахунок гармонічних ко-
ливань функціонально-градієнтних п’єзоелементів 
ускладненої геометрії. Розглянуті підходи враху-
вання демпфування коливань при врахуванні доброт-
ності матеріалу корелюються з врахуванням дисипа-
тивних властивостей матеріалу за допомогою компле-
ксних модулів. Визначені частоти електричного резо-
нансу та антирезонансу та відповідні КЕМЗ дають мо-
жливість вибрати найбільш ефективний експлуата-
ційний режим п’єзоелемента.
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Harmonic oscillations of a piezoceramic functional-graded sectional cylinders 
with account of energy dissipation 
L.O. Hryhorieva1  •  I.V. Yanchevskyi2  
1  Kyiv National University of Construction and Architecture, Kyiv, Ukraine 
2  Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute, Kyiv, Ukraine 

Abstract. Harmonic oscillations of piezoceramic functional-gradient sectioned hollow cylinders are studied, taking into account energy 
dissipation. A cylinder of finite length is considered. Cylinder consists of an even number of sections polarized in the circular direction, 
which are connected to each other by similar sides. The material is considered to be functionally heterogeneous in the direction of the 
previous polarization. The cylinder is loaded by the potential difference applied to the flat faces of the sections. The calculation is per-
formed by the finite element method.  
Damping matrices forming and determining of coefficients corresponding to methods of introducing frequency-independent damping and 
Rayleigh damping is described. Electric losses are taken into account by entering the dielectric loss tangent or dielectric loss tangent 
matrix. The result of calculations is compared with the result obtained with the help of complex elastic and dielectric moduli. Amplitude-
frequency characteristics are constructed for movements, charge on the electrodes, electrical admittance and its logarithm, taking into 
account damping. Energy dissipation consideration is related to the experimental data due to the mechanical quality factor of the piezo 
element. The frequencies of electrical resonances, anti-resonances and corresponding electromechanical coupling coefficients for func-
tionally inhomogeneous and homogeneous cylinders are determined. For the functional-gradient piezoelectric element of the considered 
configuration, the maximum CEMC occurs at the frequency of the second electrical resonance. At this frequency, the dynamic stress-strain 
state of the cylinder is investigated. Forms of oscillations and distribution of stress amplitude values are constructed. The largest normal 
stresses according to the Coulomb-Mohr strength theory are determined and compared with the von Mises strength theory.  
FEA allows three-dimensional calculation of harmonic oscillations of functional-gradient piezo elements of complicated geometry. The 
determined frequencies of electrical resonance and anti-resonance and the corresponding CEMC make it possible to choose the most 
effective operating mode of the piezo element. The FEM mathematical apparatus makes it possible to quickly and qualitatively evaluate 
the strength, determine the charge on the electrodes, the current in the circuit, build the amplitude-frequency characteristics of admittance 
and impedance, and evaluate the efficiency of energy conversion. 
Keywords: sectioned piezoceramic cylinder; functional-gradient material; harmonic response; FEM; Rayleigh damping; electrical 
resonance and antiresonance. 
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