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Анотація. Робота присвячена аналітичному дослідженню геометричних характеристик кругового сегмента, зокрема мо-
менту інерції відносно його центральної осі, яка не проходить через центр круга. Доведено, що наведена в літературі фор-
мула для визначення досліджуваної характеристики є неправильною, тому мета роботи полягає у визначенні причини помил- 
ки та уточненні цієї формули. В роботі було виявлено причину та визначено член наявної формули, який призводив до помилки. 
На основі залежностей між моментами інерції при паралельному переносі осей була отримана нова формула для визначення 
моменту інерції кругового сегменту відносно його центральної осі. Встановлено, що при максимальному значенні централь-
ного кута, на який опирається сегмент, запропонована формула тотожна формулі для визначення моменту інерції півкруга 
відносно відповідної осі, наявній в літературі. За запропонованою формулою проведені розрахунки зведеного моменту інерції 
при різних значеннях центрального кута. В результаті встановлено, що зі збільшенням центрального кута момент інерції 
збільшується, досягаючи свого граничного значення, яке відповідає півкругу. Побудовано графік залежності, який зручно 
використовувати для визначення величини досліджуваного моменту інерції при зміні центрального кута від ⁓ 20 до 180°. 
Ключові слова: геометричні характеристики плоских перерізів, згинання, осьовий момент інерції, центральна вісь, круговий 
сегмент, півкруг.

Вступ 

Велика кількість деталей та конструктивних еле-
ментів машин, які в процесі експлуатації сприймають 
згинальні навантаження, мають поперечний переріз у 
вигляді кругового сегмента або отвори чи вирізи такої 
форми. В якості прикладу можна навести вилкоподібні 
вушка шарнірних замків корпусу щоки затискання мо-
більних машин для контактного стикового зварювання 
рейок [1], [2] (рис. 1). 

При проектуванні нових машин з подібним конс-
труктивним оформленням із заданими зусиллями осад-
ки та затискання важливо точно визначити напру-
ження у вушку для вибору матеріалу, з якого воно буде 
виготовлене. Наприклад, за невисокого рівня напру-

жень більш дорогу леговану сталь 30ХГСА, яка зазви-
чай використовується для виготовлення вушок, можна 
замінити більш дешевою сталлю 10ХСНД. 

Постановка задачі 

З курсу опору матеріалів [4] відомо, що максима-
льне напруження при згинанні визначається як відно-
шення згинального моменту до мінімального осьового 
моменту опору поперечного перерізу: 

 max
min

M
W

σ = , (1) 

де M – згинальний момент; Wmin – мінімальний осьовий 
момент опору поперечного перерізу. 

Для асиметричних відносно центральних осей 
перерізів мінімальний осьовий момент опору визнача-
тиметься за формулою [4]: 

 min
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CJ
W

y
= , (2) 
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де JC – момент інерції перерізу відносно центральної 
осі; ymax – відстань від центральної осі до осі, паралель-
ної до неї, проведеної через найвіддаленішу точку пе-
рерізу. 

Відомо [5], що момент інерції поперечного пере-
різу, який складається з декількох фігур, визначається 
як сума моментів інерції складових її фігур із виклю-
ченням моментів інерції вирізів, які містяться в цих фі-
гурах. Отже, для визначення моменту інерції перерізу 
деталі, зображеної на рис. 1 справа, необхідно знати 
момент інерції вирізу у формі кругового сегменту. 

 

 
Рис. 1. Схема навантаження вилкоподібного 
вушка шарнірного замка центральної осі рей-
козварювальної машини типу К1045 [3] зу-
силлям затискання 

Для визначення моменту інерції кругового сег-
менту відносно його центральної осі xC (рис. 2) в роботі 
[6] пропонується формула: 

 
4

32 sin 2 4cos sin
8 180Cx
rJ πα = − α + α α 

 
, (3) 

де r – радіус круга, якому належить сегмент; 2α – цен-
тральний кут, на який опирається сегмент. 

 

 
Рис. 2. Деякі характерні розміри та положення 
центральних осей перерізу у формі кругового 
сегменту 

У цій же роботі [6] наведена формула для визна-
чення моменту інерції цього ж сегменту відносно па-
ралельної до xC осі x, яка проходить через центр круга: 

 
4 2 sin 2 cos 2

8 180x
rJ πα = − α α 

 
. (4) 

Виконавши тригонометричні перетворення: 

 3 2sin 2 4cos sin sin 2 2sin 2 sin− α + α α = − α + α α =  
 ( )2sin 2 1 2sin sin 2 cos 2= − α − α = − α α , 

можемо упевнитися, що формули (3) та (4) тотожно 
співпадають. Однак це неможливо, оскільки відомо 
[7], що момент інерції будь-якого перерізу відносно 
центральної осі завжди менше, ніж момент інерції від-
носно паралельної осі, проведеної на деякому відда-
ленні від центральної: 

 2
CJ J a F= + , (5) 

де J – момент інерції відносно осі, паралельної до цен-
тральної; a – відстань між осями; F – площа перерізу. 

Мета і задачі дослідження 

Достовірність формули (4) не викликає сумнівів, 
оскільки детальні викладки щодо її одержання наве-
дені у роботі [8]. Отже, представлені в даній роботі 
дослідження мають на меті обґрунтування альтерна- 
тивної формули для визначення моменту інерції круго-
вого сегменту відносно його центральної осі. Для до-
сягнення поставленої мети необхідно вирішити насту-
пні задачі: на основі залежностей між моментами інер-
ції при паралельному переносі осей отримати формулу 
для визначення моменту інерції кругового сегменту 
відносно його центральної осі; обґрунтувати достовір-
ність отриманої формули; провести розрахунки за 
отриманою формулою при різних значеннях централь-
ного кута, на який опирається сегмент. 

Дослідження 

Для розглядуваного випадку формулу (5) мо-
жемо переписати у вигляді: 

 2
Cx x CJ J y F= − , (6) 

де yC – відстань між осями x та xC (див. рис. 2). 
З роботи [9] відомо, що координата центра інер-

ції та площа кругового сегмента визначаються відпо-
відно за формулами: 

 
34 sin

23 sin 2
180

Cy r α=
πα − α

, (7) 

та 

 
2 2 sin 2

2 180
rF πα = − α 

 
. (8) 
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Підставивши (4), (7) та (8) у (6), після перетво-
рень отримаємо формулу для визначення моменту іне-
рції сегменту відносно центральної осі xC:  

4 62 64sinsin 2 cos 2
28 180 9 sin 2
180

Cx
rJ

 
 πα α = − α α −

πα  − α    

. (9) 

Для обґрунтування достовірності цієї формули 
зауважимо, що при α = 90° сегмент перетворюється на 
півкруг, тому при підстановці в неї цього значення 
отримаємо формулу: 

 4 48 0,1098
8 9CxJ r rπ = − ≈ π 

, (10) 

яка повністю співпадає з формулою, наведеною в ро-
боті [10] для визначення моменту інерції півкруга від-
носно його центральної осі. 

Очевидно, що при збільшенні α від 0 до 90° пе-
реріз сегмента буде збільшуватись від точки з нульо-
вою інерцією до півкруга, величина моменту інерції 
якого визначається формулою (10). Для підтвердження 
проведемо розрахунки за формулою (9) при проміжних 
значеннях α (табл. 1). 

З аналізу таблиці 1 можна побачити, що зі збіль-
шенням центрального кута момент інерції збільшує- 

ться, досягаючи свого граничного значення, яке відпо-
відає півкругу. Оскільки в діапазоні можливих значень 
центрального кута зведений момент інерції змінюється 
на декілька порядків, при побудові графіка залежності 
(рис. 3) величини останнього будемо відкладати на ло-
гарифмічній шкалі. 

Як бачимо, графік функції ( )
CxJ α  є монотонно 

зростаючим на всьому проміжку зміни α, чим засвід-
чується адекватність запропонованої формули (9). 

Висновки 

Математично обґрунтовано, що відома з літера-
турних джерел формула для визначення моменту інер-
ції кругового сегменту відносно центральної осі, яка не 
проходить через центр круга, є неправильною. Запро-
поновано нову уточнену формулу для визначення цієї 
геометричної характеристики, яка була виведена на 
базі перевірених залежностей. Наведені переконливі 
докази того, що запропонована формула адекватно ві-
дображає закономірності зміни досліджуваної характе-
ристики в залежності від величини центрального кута, 
на який опирається сегмент. Для зручності розрахунків 
побудовано графік залежності зведеного моменту інер-
ції від центрального кута в широкому діапазоні зміни 
останнього.

Таблиця 1. Результати розрахунків моменту інерції кругового сегменту відносно центральної осі 

Центральний 
кут (2α),° 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Зведений  
момент інерції  

( )4
CxJ r  

5,58·10–8 6,91·10–6 1,12·10–4 7,76·10–4 3,35·10–3 0,0106 0,0271 0,0583 0,1098 

 
 

 
Рис. 3. Залежність зведеного моменту інерції відносно центральної осі кругового сегменту від величини цен-
трального кута 
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Engineering method for determining the axial moment of inertia of a circular 
segment 
A.V. Moltasov1  •  M.Y. Koval1  •  M.G. Malgin1  •  A.M. Levchuk1

1  E.O. Paton Electric Welding Institute of the National Academy of Science of Ukraine, Kyiv, Ukraine

Abstract. The work is devoted to the analytical study of the geometric characteristics of a circular segment, in particular the moment of 
inertia relative to its central axis, which does not pass through the center of the circle. It is proved that the formula given in the literature 
for determining the studied characteristic is incorrect, therefore the purpose of the work is to determine the cause of the error and clarify 
this formula. The paper identified the cause and determined the member of the existing formula that led to the error. On the basis of the 
dependences between the moments of inertia during the parallel transfer of axes, a new formula was obtained for determining the moment 
of inertia of a circular segment relative to its central axis. It was established that at the maximum value of the central angle on which the 
segment rests, the proposed formula is identical to the formula for determining the moment of inertia of a semicircle relative to the corre-
sponding axis available in the literature. Based on the proposed formula, calculations of the reduced moment of inertia at different values 
of the central angle were carried out. As a result, it was found that as the central angle increases, the moment of inertia increases, reaching 
its limit value, which corresponds to a semicircle. A graph of dependence is constructed, which is convenient to use to determine the value 
of the investigated moment of inertia when the central angle changes from ⁓ 20 to 180°. 
Keywords: geometric characteristics of plane sections, bending, axial moment of inertia, central axis, circular segment, semicircle. 
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