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Анотація. Об’єктом дослідження є процес прямого холодного видавлювання деталей з конічною порожниною. Проблема 
полягає у відсутності узагальнених аналітичних оцінок приведеного тиску, які одночасно враховують геометрію днища і 
стінки конічної порожнини, контактне тертя та параметри розбиття осередку деформування і залишаються придатними 
для інженерного розрахунку. 
Метою роботи є розроблення параметричної схеми розбиття осередку деформування та визначення  параметрів розбиття, 
за яких приведений тиск мінімальний.  
Осередок поділено на зону стискання і розвертання в області днища та зону обтиснення стінки конічної порожнини; 
приведений тиск подано сумою внесків цих зон. Для днища отримано замкнені аналітичні вирази для оптимальних 
геометричних параметрів, для стінки задачу мінімізації зведено до одновимірного пошуку за параметром розбиття при 
фіксованій кількості подібних трикутних елементів.  
Показано, що збільшення відносного радіуса отвору від 0,25 до 0,7 та кута внутрішньої поверхні стінки від 5 до 30 градусів, 
а також зменшення відносної товщини днища від 1,5 до 0,75 ведуть до зростання приведеного тиску приблизно у 1,5-2 рази. 
Виявлено порогову залежність від кількості подібних елементів у стінці: для малих відносних радіусів мінімум досягається 
при одному елементі, тоді як для більших радіусів оптимальна кількість становить від двох до п’яти. 
Параметри розбиття не задаються наперед, а визначаються з умов мінімуму приведеного тиску, що дає змогу розглядати 
розбиття днища та стінки як два кінематичні модулі. Запропонована модель враховує геометрію, тертя та кількість 
подібних жорстких елементів і може застосовуватися для попереднього проектування процесів видавлювання конічних 
деталей і комбінованих схем видавлювання. 
Ключові слова: пряме видавлювання, конічна порожнина, метод верхньої оцінки, жорсткі трикутні елементи, приведений 
тиск, кінематичний модуль, оптимізація.

Вступ 

Процеси холодного об’ємного штампування по-
сідають важливе місце у сучасному машинобудуванні, 
оскільки забезпечують високу точність розмірів, якість 
поверхні та економію матеріалу. Видавлювання є од-
ним із найефективніших методів формоутворення су-
цільних і порожнистих тонкостінних деталей складної 
геометрії [1], [2], що широко застосовуються в прила-

добудуванні, автомобілебудуванні та авіаційній тех-
ніці. Окремий інтерес становлять порожнисті конічні 
деталі, для яких характерна різка неоднорідність течії, 
підвищені втрати на тертя та чутливість до геометрії 
інструмента і режимних параметрів [3]–[5]. 

На етапі попереднього проектування таких про-
цесів потрібні швидкі, фізично узгоджені оцінки зу-
силля та приведеного тиску, які дозволяють звузити 
простір параметрів до конструктивно й технологічно 
досяжної області без негайного звернення до ресурсо-
ємних розрахунків методом скінченних елементів. Ме-
тод верхньої оцінки (МВО) для плоского деформова-
ного стану із розбиттям осередку деформування на жо-
рсткі трикутні елементи є зручним інструментом одер-
жання інженерних верхніх оцінок, оскільки дає змогу 
явно врахувати працю пластичної деформації та втрати 
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на тертя на контактах “матеріал–інструмент”. Водно-
час відомі схеми розбиття, що об’єднуються у кінема-
тичні модулі [6], [7], часто базуються на наперед фік-
сованих кутах і співвідношеннях відрізків, що обмежує 
їх придатність для різної геометрії заготовки і інстру-
менту. 

У наявних джерелах практично відсутні узагаль-
нені аналітичні вирази для приведеного тиску при ви-
давлюванні порожнистих конічних деталей, які б одно-
часно враховували геометрію днища та конічної сті-
нки, коефіцієнт тертя й можливість варіювання схеми 
розбиття осередку деформування [3]–[5], [11]–[15]. Це 
ускладнює цілеспрямований вибір параметрів процесу 
й інструмента та вимагає додаткових підходів, що по-
єднують аналітичну прозорість із гнучким налашту-
ванням схеми течії матеріалу, заданої розбиттям на жо-
рсткі елементи та годографом швидкостей.  

У цій роботі розглянуто процес прямого видав-
лювання деталі з конічною порожниною, для якого 
осередок деформування розбивається на жорсткі три-
кутні елементи в області днища та стінки конічної по-
рожнини; на основі МВО отримано вирази для приве-
деного тиску, сформульовано задачі його мінімізації за 
параметрами розбиття та виконано параметричний 
аналіз впливу основних безрозмірних параметрів. 

Окремі часткові результати дослідження попере-
дньо апробовано та оприлюднено у матеріалах науко-
вих конференцій [16], [17]. У даній статті ці результати 
подано у розширеному та систематизованому вигляді, 
з повним виведенням розрахункових залежностей і па-
раметричним аналізом. 

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми 

У літературі наведено значну кількість теорети-
чних, експериментальних та чисельно-експеримента-
льних досліджень процесів холодного видавлювання 
суцільних і порожнистих деталей [8]–[10], зокрема 
схем формоутворення конічних порожнистих виробів 
[3]–[5], [11]–[15]. У більшості таких робіт основну 
увагу зосереджено на моделюванні методом скінчен-
них елементів (МСЕ) та аналізі силового режиму, на-
пружено-деформованого стану заготовки й впливу ге-
ометричних параметрів інструмента та умов тертя на 
формоутворення. Отримані результати є практично ко-
рисними для конкретних технологічних схем, проте, як 
правило, прив’язані до фіксованої геометрії заготовки 
й інструменту і не забезпечують узагальненої аналіти-
чної оцінки приведеного тиску для процесів прямого 
видавлювання конічних деталей та деталей з конічною 
порожниною. 

У спорідненій роботі [11] застосовано метод ба-
лансу потужностей та інженерний метод для аналізу 
усталеної стадії холодного зворотного видавлювання з 
роздачею, результати перевірено за допомогою МСЕ-

моделювання. Отримано компактні розрахункові залеж-
ності для сили процесу і питомих зусиль, однак розгля-
дається схема зворотного видавлювання циліндричних 
виробів конічним пуансоном; структура осередку де-
формування задається наперед і не оптимізується.  

У статті [12] початкова стадія видавлювання по-
рожнистих конічних деталей проаналізована методом 
верхньої оцінки з розбиттям осередку деформації на 
жорсткі трикутні елементи та побудовою годографів 
швидкостей. На основі цих схем у середовищі 
MathCAD виконано числовий пошук оптимальних ге-
ометричних параметрів: кути й відрізки в модулях ро-
зглядаються як змінні, але оптимальні значення визна-
чаються виключно чисельно. Узагальнених аналітич-
них виразів для мінімального приведеного тиску та 
умов екстремуму (через диференціювання і подальшу 
перевірку) не наведено, а розгляд обмежено початко-
вими стадіями процесу. 

Багато публікацій присвячені комбінованому ви-
давлюванню порожнистих конічних деталей з коніч-
них та циліндричних заготовок [3]–[5], [13]–[15], зосе-
реджені переважно на МСЕ-аналізі силового режиму, 
полів напружень та інтенсивностей деформацій. У [3], 
[4], [13]–[15] розглянуто різні варіанти комбінованого 
прямого та зворотно-прямого видавлювання, порівню-
ються форми вихідних заготовок (циліндрична, коні-
чна, конус із наміткою тощо), оцінюється вплив кута 
конуса, тертя та конструкції попередньо оформленої 
заготовки на зусилля й якість виробів. У роботі [5] ви-
конано МСЕ-моделювання процесу отримання порож-
нистих конічних деталей типу «стакан» зі стадійним 
аналізом формозміни та впливу тертя. Отримані реко-
мендації стосуються вибору схеми комбінованого про-
цесу та геометрії інструмента, однак поле течії матері-
алу визначається чисельно як результат МСЕ-розраху-
нку; аналітичні вирази для енергосилових параметрів у 
явному вигляді відсутні. 

Окремий напрям становлять роботи, де метод 
верхньої оцінки застосовується у вигляді модульних 
схем із жорсткими трикутними елементами [6]–[10]. У 
цих підходах осередок деформування розбивають на 
універсальні кінематичні модулі, для яких будуються 
або вже є відомими розрахункові залежності для при-
веденого тиску. Водночас у відомих схемах зазвичай 
використовують фіксовані кути ліній зсуву (напри-
клад, 45°) та жорстко регламентовані співвідношення 
відрізків у модулі. Це забезпечує компактність фор-
мул, але суттєво обмежує гнучкість: при зміні геомет-
ричних параметрів інструмента або розмірів заготовки 
умови наперед заданих оптимальних кутів і відрізків 
можуть виявитися невиконуваними, і неочевидно, як 
адаптувати схему без її повної перебудови. Крім того, 
кількість елементів у конічних ділянках, як правило, 
задається наперед, а її вплив на рівень приведеного ти-
ску практично не досліджено. 

Таким чином, критичний аналіз літератури до-
зволяє виділити такі невирішені аспекти. По-перше, 



444 Mech. Adv. Technol., Vol. 9, No. 4, 2025 

відсутній узагальнений аналітичний вираз для приве-
деного тиску при прямому видавлюванні порожнистих 
конічних деталей, який би виходив із параметризова-
ної схеми розбиття осередку деформування і дозволяв 
розглядати геометрію днища та стінки, коефіцієнт те-
ртя й параметри розбиття як взаємопов’язані змінні. 
По-друге, існуючі модульні схеми МВО здебільшого 
спираються на наперед фіксовані кути та співвідно-
шення відрізків, що не завжди дає можливості отри-
мати оптимальні параметри розбиття з умови мінімуму 
приведеного тиску для заданих розмірів інструмента і 
заготовки. По-третє, недостатньо висвітлено вплив чи-
сла жорстких елементів у конічних ділянках на рівень 
приведеного тиску й не сформовано рекомендацій 
щодо вибору кількості елементів для різних діапазонів 
геометричних і трибологічних параметрів. 

Ці обмеження визначають нішу досліджень, що 
потребує заповнення: необхідна параметрична схема 
осередку деформування, в якій зони днища та стінки 
конічної порожнини описуються системою жорстких 
трикутних елементів із змінними параметрами роз-
биття, а приведений тиск виражається через безрозмі-
рні геометричні та трибологічні параметри. На основі 
такої схеми необхідно сформулювати задачі аналітич-
ної і числової оптимізації параметрів розбиття за кри-
терієм мінімуму приведеного тиску та виконати пара-
метричний аналіз впливу основних безрозмірних пара-
метрів, а також оцінити можливість використання ок-
ремих частин осередку деформації як кінематичних 
блоків, придатних для методу кінематичних модулів – 
саме це реалізовано в цій роботі. 

Мета і задачі дослідження 

Метою дослідження є розроблення узагальненої 
параметричної схеми розбиття осередку деформування 
на жорсткі трикутні елементи та отримання узагальне-
ного аналітичного виразу для приведеного тиску при 
прямому видавлюванні деталей з конічною порожни-
ною на основі методу верхньої оцінки, а також визна-
чення оптимальних параметрів цієї схеми з урахуван-
ням геометрії заготовки, інструмента та коефіцієнта 
тертя для мінімізації приведеного тиску. 

Це дасть можливість виконувати швидке інже-
нерне оцінювання енергосилових параметрів процесу 
на етапі попереднього проектування, звужувати об-
ласть пошуку раціональних геометричних параметрів 
та трибологічних умов процесу без негайного звер-
нення до трудомістких чисельних розрахунків, підви-
щити стійкість інструмента та забезпечити стабільну 
якість виготовлення деталей з конічною порожниною. 

Для досягнення поставленої мети необхідно 
розв’язати такі задачі дослідження: 

1. Проаналізувати існуючі теоретичні та чисе-
льні підходи до розрахунку енергосилових параметрів 
процесів холодного видавлювання, зокрема порожнис-

тих конічних деталей, та виявити обмеження класич-
них кінематичних схем методу верхньої оцінки (фіксо-
вані кути, жорстко задані співвідношення відрізків). 

2. Побудувати узагальнену параметричну 
схему розбиття осередку деформування при прямому 
видавлюванні деталі з конічною порожниною, розділи-
вши його на зону стискання і розвертання (днище) та 
зону обтиснення стінки конічної порожнини, із розбит-
тям кожної зони на систему жорстких трикутних еле-
ментів та побудувати годограф швидкостей. 

3. Сформувати для зони днища вираз для при-
веденого тиску як функції параметрів розбиття, виве-
сти необхідні умови досягнення екстремуму цієї функ-
ції та, по можливості, отримати аналітичні вирази оп-
тимальних значень цих параметрів, перевірити їх на ві-
дповідність мінімуму. 

4. Для зони обтиснення стінки на основі роз-
биття на подібні жорсткі трикутні елементи отримати 
вираз внеску цієї зони в приведений тиск, встановити 
зв’язки між параметрами розбиття з урахуванням гео-
метричних обмежень, звести задачу до одновимірної 
мінімізації за одним параметром і визначити оптима-
льні значення параметрів числовими методами. 

5. Представити повний приведений тиск у без-
розмірному вигляді через відносні геометричні пара-
метри, кут конічної стінки, коефіцієнт тертя та кіль-
кість подібних жорстких елементів у стінці; виконати 
параметричний аналіз впливу цих факторів на рівень 
навантаження. 

6. На основі отриманих залежностей сформу-
лювати практичні рекомендації щодо вибору геомет-
ричних параметрів заготовки та інструмента, а також 
умов тертя в процесі прямого видавлювання деталей з 
конічною порожниною для зниження зусиль деформу-
вання та підвищення якості виробів. 

Наукова новизна роботи полягає в наступному: 
– запропоновано узагальнену параметричну 

схему розбиття осередку деформування на жорсткі 
трикутні елементи при прямому видавлюванні деталей 
з конічною порожниною без фіксованих кутів і напе-
ред заданих співвідношень відрізків, у якій геометри-
чні параметри жорстких трикутних елементів визнача-
ються з задачі мінімізації приведеного тиску; 

– модифіковано відому схему для зворотного ви-
давлювання циліндричних заготовок [7] і використано 
її для розбиття зони днища деталі у випадку прямого 
видавлювання, побудовано новий годограф швидкос-
тей і з урахуванням тертя отримано оптимальні аналі-
тичні вирази параметрів розбиття; 

– розроблено нову схему розбиття стінки коніч-
ної порожнини на жорсткі трикутні елементи та сфор-
мовано вираз для внеску цієї зони в приведений тиск, 
для якого оптимальні параметри визначаються чисе-
льно з урахуванням геометричних і трибологічних об-
межень; 

– показано, що отримані оптимізовані схеми для 
днища та стінки задають два кінематичні модулі з  
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відомими внесками в приведений тиск, які можуть роз-
глядатися як елементи модульного підходу для комбі-
нованих процесів видавлювання. 

Матеріали та методи дослідження 

Дослідження виконано в рамках методу верхньої 
оцінки для плоского деформованого стану в осьовому 
перерізі осесиметричної задачі жорстко-пластичного, 
ізотропного, нестисливого матеріалу. Розглядається 
квазіусталений (умовно стаціонарний) етап прямого 
видавлювання деталі з конічною порожниною за якого 
структура осередку деформування та схема течії прий-
маються незмінними; пружні деформації інструмента 
не враховуються. Геометрію заготовки, інструмента та 
готової деталі задано радіусами, початковою висотою, 
кутом нахилу конічної стінки. Осередок деформування 
розбивається на жорсткі трикутні елементи у зоні 
днища та конічної стінки; будується годограф швидко-
стей, на основі схеми розбиття визначаються довжини 
ліній зсуву й тертя, на основі годографа швидкостей – 
відповідні компоненти швидкостей. 

У роботі аналіз проводиться в термінах безрозмі-
рного приведеного тиску 𝑝̅𝑝, що визначається за МВО з 
енергетичного балансу через параметри кінематичної 
схеми (довжини ліній зсуву/тертя та відповідні швид-
кості) згідно з (1). Параметр k (напруження текучості 
при зсуві) у цьому випадку виступає масштабним мно-
жником при переході до абсолютних значень тиску та 
зусилля. Для холодного деформування зі зміцненням 
перехід до тиску p та зусилля видавлювання P може 
виконуватися із використанням середнього значення 
опору деформації, визначеного за кривою течії (зміц-
нення) матеріалу залежно від середньої інтенсивності 
(еквівалентної) деформації; зазначений етап виходить 
за межі даної роботи, оскільки її мета – оптимізація па-
раметрів кінематичної схеми та аналіз впливу геомет-
рії й тертя на приведений тиск p . 

Вираз для приведеного тиску отримано з умови 
рівності потужності зовнішніх сил сумі потужностей 
пластичної деформації та тертя. У рамках запропоно-
ваної схеми приведений тиск подано як функцію пара-
метрів розбиття 0 4h h…  та геометричних і трибологіч-
них параметрів процесу; далі введено безрозмірні 
змінні pr , h , 0H , що дає змогу провести параметрич-

ний аналіз. 
Аналітичні перетворення, символьне диференці-

ювання, формування градієнтів та матриці Гессе для 
внеску 1p , розв’язання систем умов екстремуму та пе-
ревірка критерія Сильвестра виконувалися в системі 
комп’ютерної алгебри Maple. У Maple також реалізо-
вано числове розв’язання алгебраїчних рівнянь для ви-
соти стінки конічної порожнини, обчислення ( )2 4 , p h n  
та одновимірну мінімізацію за параметром 4h  у допу-
стимій області з контролем умов фізичної коректності. 

Числові розрахунки приведеного тиску для набо-
рів безрозмірних параметрів , ,α,μ,pr h n  виконано в 

Maple у вигляді таблиць; отримані дані експортовано 
до Microsoft Excel для подальшої обробки та побудови 
графіків залежностей )( ,pp p r=  ( ),p p h=  (α),p p=  

( )p p n= . 

Результати дослідження процесу прямого 
видавлювання деталей з конічною порож-
ниною 

Далі виклад основного матеріалу подано у чо-
тири послідовні кроки: розклад приведеного тиску 

1 2p p p= +  на внески базової зони (днище) та конічної 
стінки; аналітична оптимізація параметрів 0 1 2,  , h h h  для 

1p ; використання подібності жорстких елементів у сті-
нці та отримання зв’язку 3 4( )h h ; зведення оптимізації 
внеску стінки до одновимірної задачі за параметром 

4h  з явними умовами допустимості та підготовка розра-
хункової формули для подальшого графічного аналізу. 

Розрахункова схема та енергетична постановка 

Схему прямого видавлювання та готову деталь із 
третинним вирізом наведено на рис. 1. 

Позначення: R0– радіус заготовки, 0H  – висота 
заготовки; mr   – радіус отвору матриці; . .h pR  – радіус 

верхнього рухомого пуансона; h – товщина днища де-
талі; 1H  – висота стінки конічної порожнини, H – зага-
льна висота деталі після видавлювання; pr  – радіус ме-

ншої основи нерухомого протипуансону; kr  – радіус 
більшої основи конічної порожнини; 1r  – радіус заок-
руглення кромки меншої основи протипуансону; α – 
кут нахилу бічної поверхні протипуансону (кут нахилу 
внутрішньої поверхні стінки деталі); s – хід верхнього 
пуансона. 

У розглянутій схемі радіус заготовки дорівнює 
радіусу отвору матриці та радіусу верхнього пуансону: 

0 . .m h pR r R= =  

Для визначення приведеного тиску осесиметри-
чну задачу зведено до плоского деформованого стану 
в осьовому перерізі (ПДС) і використано метод верх-
ньої оцінки. Права частина осередку деформування 
(рис. 1, а) розбита на жорсткі трикутні елементи; від-
повідно побудовано годограф швидкостей (рис. 2, б). 
Розрахункова схема з трикутними елементами подана 
на рис. 2, а. 

Осередок деформування складається з трьох зон: 
• зона стискання (жорсткі елементи 1 та 2); 
• зона розвертання потоку (жорсткі елементи 

1, 3 і частина елемента 4); 
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• зона обтиснення стінки (жорсткі елементи 5–
9 та частина елемента 4). 

 
Відповідно до МВО при плоскому деформова-

ному стані умова рівності потужності зовнішніх та 
внутрішніх сил дає вираз для приведеного тиску [18]: 

 

 
1 1

0

1 2μ ,
2

n n
ij ij ik ikp l v l v

Bv
 = +  ∑ ∑  (1) 

де  mB r= – довжина лінії контакту заготівки та інстру-
менту; 

0v  – швидкість інструменту; 

 
 а  б 

Рис. 1. Схема видавлювання (а) і деталь після видавлювання із третинним вирізом (б)  

        
 а  б 

Рис. 2. Розрахункова схема процесу видавлювання (а) і годограф швидкостей (б). Примітка. Товсті суцільні 
лінії – лінії і швидкості зсуву, тонкі пунктирні – допоміжні відрізки. 
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ijl  та  ikl  – довжини ліній зсуву і тертя; 

     ij ikv таv – компоненти швидкостей зсуву і тертя; 
μ −  коефіцієнт тертя. 

Розклад приведеного тиску за зонами та па-
раметризація схеми 

Згідно з розрахунковою схемою (рис. 2, а) вво-
дяться змінні параметри 0 1 2 3 4,  ,  ,  , h h h h h , які визначають 
геометрію жорстких елементів, трикутників годографу 
і, відповідно, впливають на величину приведеного ти-
ску. Для деяких відрізків маємо, зокрема: 

 23 0l h= , 04 2 3l h h= + , 4
05 α

hl
cos

= . 

Таким чином 

 ( )0 1 2 3 4,  ,  ,  ,  .p f h h h h h=   (2)  

З урахуванням виділених зон (днище + стінка) 
приведений тиск зручно подати як суму двох внесків: 

 1 2p p p= + ,  (3) 

де  1p  – внесок зони стискання та розвертання потоку; 

2p  – внесок зони обтиснення стінки конічної порож-
нини. 

Після підстановки довжин ліній та швидкостей 
ковзання (отриманих із геометричних співвідношень 
та годографа швидкостей  на рис. 2 б) з урахуванням 
(3) вираз (2) набуває вигляду: 

 

 02 02 12 12 0 23 13 13
01

1
2 m

p l v l v h v l v
r v

= + + + +  

34 34 2 042μl v h v+ + +

45 45 56 56 67 67
01

1
2 m

l v l v l v
r v

+ + + +  

 78 78 89 89l v l v+ + +  

 4
3 04 05 06 062μ

cos α
hh v v l v+ + + +


 

 )07 07 08 08 09 09 .l v l v l v + + +   

(4) 

Оптимізація параметрів зони стискання і роз-
вертання 

Довжини ліній ковзання розраховуються з від-
повідних прямокутних трикутників через величини 

0 1 2,     h h і h  (рис. 2, а). Кути в даному випадку можуть 
бути вираженні через тригонометричні функції, як 
співвідношення сторін трикутних елементів і парамет-
рами, що задаються:  

 

0 1 0 21 2tan β ,  tanγ ,  tanθ ,  tanφ .
m p m p m p

h h h hh h
r r r r r r

− −
= = = =

− −
  

Для визначення швидкостей ковзання зроблено 
додаткові побудування на годографі швидкостей 
(рис. 2, б), початкова швидкість 01v  задавалася дові-
льно.  

Результати розрахунку довжини граничних лі-
ній і швидкостей ковзання приведено у табл. 1. 

Таблиця 1. Довжини граничних ліній і швидкості ко-
взання зони стискання і розвертання 

ij  Довжина граничної 
лінії ijl  

Швидкість ковзання ijv  

0–2 2 2
1pr h+   

2 201
1

0
p

v r h
h

+  

1–2 ( )22
0 1pr h h+ −   ( )2201

0 1
0

p
v r h h
h

+ −  

2–3 0h  
 

( ) ( )0 1 1 201

0

m p

m p

r h h r h hv
h r r

 − + −
 

−  
 

1–3 ( ) ( )2 2
0 2m pr r h h− + −  

( )
01

0

p

m p

v r

h r r
⋅

−
 

( ) ( )2 2
0 2m pr r h h⋅ − + −   

3–4 ( )2 2
2m pr r h− +   ( ) ( )201 2

2
0

p
m p

м п

v r
r r h

h r r
− +

−
 

0–4 2h  01 m

m p

v r
r r−

 

 
Після підстановки цих величин у (4) та спро-

щення отримано вираз для 1p : 
 

 ( )22 2
1 0 1

1
0

21
2

p

m

r h h h
p

r h

 + + −
= +



 

 ( ) ( )0 1 1 2m p

m p

r h h r h h
r r

− + −
+ +

−
 

 
( ) ( )

( )

2 2 2
0 2 2

0

2p m p

m p

r r r h h h

h r r

 − + − +  + +
−

 

 22μ .м

м п

r
h

r r


+ − 
 

(5) 

 Оптимальні значення 0 1 2,  , h h h  визначаються з 
умови мінімуму 1p . Для цього складається система 
умов екстремуму: 

 ( ) ( )1 0 1 2 0, ,  , p h h h∇ = =ha ah ha    (6) 
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де ∇h  - градієнт за вектором змінних ah . 
Обчисливши часткові похідні, систему (6) мо-

жна записати у вигляді: 

 

2
22

12
0

1

0

2

0

1 0,

4 3 0,

4
3 2μ 0.

p m
m p

m p m p

p
p m

r h r
h r r

r r r rh

h
h

r h
r r

h

  
  + + − =

 − −  
 − =


 − + =



 (7) 

Звідси безпосередньо отримуємо залежності для 

1h  і 2h  записані через 0h : 0 0 0
1 2

3 3
;   .

4 4 2
m

p

h h r h
h h

r
µ

= = −  

Після підстановки значення 1h  і 2h  у перше рі-
вняння системи (7) і проведення обчислень і спрощень 
отримаємо остаточні вирази для визначення оптималь-
них параметрів 0 2h h… : 

 
( )

0
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1
4 ,

12μ 7 4μ

m
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r
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( )

2
2

1
3 2μ .

12μ 7 4μ

m

pm
p

mp

p

r
rr

h r
rr
r

−
 

= −  
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(8) 

Для підтвердження того, що знайдений стаціо-
нарний пункт відповідає мінімуму, побудовано мат-
рицю Гессе [19] функції : 
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За критерієм Сильвестра [19] для трьох головних міно-
рів перевірено додатну визначеність матриці: 
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Отримано, що 
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Для додатності цих виразів і фізичної коректно-
сті розв’язку з урахуванням (8) мають виконуватися 
умови: 

 0 1 2,  ,  0; 0;  1 0;m
m p

p

r
h h h r r

r
> > > − >  

 ( ) 212μ 7 4μ 0;3 2μ 0.m m

p p

r r
r r

+ − > − >  
(9) 

Оптимізація параметрів зони обтиснення 
стінки 

Схема розбиття стінки (рис. 2, а) задана так, що 
45 67||l l , 67 89||l l  і 56 78||l l , що забезпечує подібність 

трикутних жорстких елементів і відповідних трикутни-
ків годографа швидкостей. Виділяються дві групи по-
дібних елементів: 

– перша – елементи 5 і 7; 
– друга – елементи 6 і 8, які мають спільні сто-

рони. 
Коефіцієнт подібності λ для геометрії жорстких 

трикутних елементів визначається як відношення від-
повідних сторін жорстких елементів відповідних груп: 

 4 tan α
λ .m p

m p

r r h
r r

− −
=

−
 (10) 

Довжини ліній ковзання 45l , 56l , 05l  знахо-
дяться з прямокутних трикутників, отриманих при до-
даткових побудовах. При цьому, виходячи з рис. 2, а: 

 4
1 1

3 4 3

tan α
tan β ; tan γ .m p m pr r r r h

h h h
− − −

= =
−

 

Решта довжин ліній ковзання знаходяться з 
умов подібності трикутників. Важливою умовою роз-
биття стінки на подібні модулі є: 
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 1 3 4
1 λλ ,
1 λ

n
nH h h −

= +
−

 

де n – кількість подібних трикутних елементів. 
Звідси: 

 
1 4

3

1 λ
1 λ .

λ

n

n

H h
h

−
−

−=  (11) 

Висоту конічної стінки 1H  визначають, вихо-
дячи з умови рівності об’ємів заготовки та деталі після 
видавлювання. Об’єм циліндричної заготовки: 

 2
0 0 ,mV r H= π  

а об’єм деталі: 

 ( )1 ,d c kV V V V= + −  

де 2
1 mV r h= π  – об’єм циліндра днища деталі висотою h; 

2
1c mV r H= π  – об’єм циліндра радіусом mr  і ви-

сотою 1H ; 

( )2 2
1

3
k p k p

k

H r r r r
V

π + +
=  – об’єм конічної порож-

нини; 
1 tank pr H r= α +  – радіус більшої основи коніч-

ної порожнини. 
Після підстановки й спрощень одержуємо кубі-

чне рівняння відносно 1H : 

 ( )2 3 2 2 2
1 1 1α

3 p m ptan H r tan H r r Hπ
+ π α − π − π +  

 2 2
0 0.m mr H r h+π − π =  

(12) 

Розв’язавши (12) щодо 1H , далі підставляємо 

1H  у (11), що дає залежність ( )3 4 , λ,h h n  для викорис-
тання в оптимізації 2p . 

Групи подібних трикутників годографа швидко-
стей: перша – трикутники 4 5 6v v v  та 6 7 8v v v , друга – 

5 6 7v v v  та 7 8 9v v v . Швидкості ковзання 45v , 56v , 05v  
знаходяться з прямокутних трикутників, отриманих 
при додаткових побудовах (рис. 2, б). Коефіцієнт поді-
бності для швидкостей можна знайти наступним чи-
ном: 

 06

04 4
λ .

tan α
m p

v
m p

r rv
v r r h

−
= =

− −
 (13) 

Решта швидкостей визначаються з подібності 
трикутників. Результати розрахунку довжин гранич-
них ліній і швидкостей ковзання для зони обтиснення 
наведено в табл. 2. 

 

Таблиця 2. Довжини граничних ліній і швидкостей 
ковзання зони обтиснення 

ij  
Довжина гранич-

ної лінії ijl  
Швидкість ковзання ijv  

4-5 ( )2 2
3m pr r h− +   

04

3

tan α
tan αm p

v
r r h

⋅
− −

 

( )2 2
3m pr r h⋅ − +   

0-4 3h  01 m

m p

v r
r r−

 

5-6 
( )24 3h h− +  

( )24t nαm pr r h a+ − −  

( )04

3

tan α

tan α
m p

m p

v r r

r r h

−
⋅

− −
 

( ) ( )2 2
4 4 3

4

tan α

tan α
m p

m p

r r h h h

r r h

− − + −
⋅

− −
  

0-5 4
cosα

h  04

3cosα tan α
m p

m p

r rv
r r h

−
⋅

− −
 

0-6 

 
3

4
tan αm p

m p

r r h
h

r r
− −

−
 04

4 tan α
m p

m p

r r
v

r r h

 −
 

− −  
 

6-7 ( )2 2
3λ m pr r h− +   

04

3

tan αλ
tan αv

m p

v
r r h

⋅
− −

 

( )2 2
3m pr r h⋅ − +   

0-7 4λ
cosα

h  04

3

λ
cosα tan α

m pv

m p

r rv
r r h

−
⋅

− −
 

7-8 

( )24 3λ h h− +  

 

( )24t nαm pr r h a+ − −  

( )04

3

tan α
λ

tan α
m p

v
m p

v r r

r r h

−
⋅

− −
 

( ) ( )2 2
4 4 3

4

tan α

tan α
m p

m p

r r h h h

r r h

− − + −
⋅

− −
  

0-8 
3

4
tan α

λ m p

m p

r r h
h

r r
− −

−
 04

4
λ

tan α
m p

v
m p

r r
v

r r h

 −
 

− −  
 

8-9 ( )22 2
3λ m pr r h− +   

2 04

3

tan αλ
tan αv

m p

v
r r h

⋅
− −

 

( )2 2
3m pr r h⋅ − +   

0-9 23 λ
cosα

h  
2

04

3

λ
cosα tan α

m pv

m p

r rv
r r h

−
⋅

− −
 

 
З урахуванням подібності елементів, внесок сті-

нки у приведений тиск можна записати як 

 2 45 45 56 56 45 45
01

1 λ λ
2 v

m
p l v l v l v

r v
= + + +  

 (2 2
56 56 45 45 3 04 05 05λ λ λ λ 2μv vl v l v h v l v+ + + + +  

 )2
06 06 05 05 06 06 09 05λ λ λ λ λ .v v vl v l v l v l v + + + + 

 

(14) 
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З урахуванням (10) і (13) отримуємо, що 

 4

4

tan α
λλ 1,

tan α
m p m p

v
m p m p

r r h r r
r r r r h

− − −
= ⋅ =

− − −
 

вираз (14) спрощується, і з урахуванням подібності та 
кількості жорстких елементів n маємо: 

 ( )2 45 45 56 56
01

1 1
2 m

p n l v nl v
r v

= + + +  

 ( 3
3 04 05 05 06 06 052μ ) .

cos α
h

h v nl v nl v v + + + + 


 
(15) 

Після підстановки даних з табл. 2 у (15) та спро-
щення отримано вираз ( )2 3 4,  ,p h h n  у вигляді: 

 
( ) ( )
( )( )

2 2
3

2
3

1 tan α1
2 tan α

m p

m p m p

n r r h
p

r r r r h

  + − +   = +
− − −



 

 
( ) ( )

( )( )

2 2
4 4 3

3 4

tan α tan α

tan α tan α

m p

m p m p

n r r h h h

r r h r r h

 − − + −  + +
− − − −

 

 33 4

4

tan α
2μ

tan α
m p

m p m p m p

r r hh nh
r r r r r r h

 − −
+ + ⋅ + − − − −

 

 4 3
2

3

1 .
tan αcos α m p

nh h
r r h

+
+ ⋅ − − 

 

(16) 

З урахуванням (11) і (16) отримаємо вираз 
( )2 4 ,p h n  через єдиний параметр 4h  та дискретний па-

раметр n. Для існування фізично коректного розв’язку 
необхідно: 

 3 4tan α 0;  tan α 0;m p m pr r h r r h− − > − − >  

 4 tan α
1.m p

m p

r r h
r r

− −
≠

−
 

(17) 

Через алгебраїчну громіздкість похідної 2

4

p
h
∂
∂

 

закритий аналітичний вираз для оптимального 4h  від-
сутній; мінімум ( )2 4 ,p h n  визначається чисельно на 

допустимій області 40
tan
m pr r

h
−

< <
α

 із контролем наве-

дених вище умов (17). 

Повний вираз приведеного тиску та безроз-
мірна форма 

Додаючи (5) та (16), одержуємо загальний вираз 
для приведеного тиску процесу прямого видавлю-
вання: 

 

 ( )22 2
1 0 1

1 2
0

21
2

p

m

r h h h
p p p

r h

 + + −
= + = +



 

 ( ) ( )0 1 1 2m p

m p

r h h r h h
r r

− + −
+ +

−
 

 
( ) ( )

( )

2 2 2
0 2 2

0

2p m p

m p

r r r h h h

h r r

 − + − +  + +
−

 

 22μ м

м п

r
h

r r


+ +− 
 

 
( ) ( )
( )( )

2 2
3

3

1 tan α1
2 tan α

m p

m p m p

n r r h

r r r r h

  + − +   + +
− − −



 

 
( ) ( )

( )( )

2 2
4 4 3

3 4

tan α tan α

tan α tan α

m p

m p m p

n r r h h h

r r h r r h

 − − + −  + +
− − − −

 

 33 4

4

tan α
2μ

tan α
m p

m p m p m p

r r hh nh
r r r r r r h

 − −
+ + ⋅ + − − − −

 

 4 3
2

3

1 .
tan αcos α m p

nh h
r r h

+
+ ⋅ − − 

 

(18) 

де 1p  визначається (5) з оптимальними параметрами 
(8), а 2p  – виразом (18) із урахуванням залежності 

( )3 4 , λ,h h n  і умов (17). 
Остаточні умови фізичної коректності розв’язку 

можна записати у вигляді: 

0 1 2 3
31 ,  0,  0,  0,  ,

2μ tan α
m pm

p

r rr
h h h h

r
−

< < > > > <  

4 4
3

,  0,  0,  ,  μ .
tan α 2 2
m p p

m

r r r
h h

r
− π

< ≠ α ≠ α ≠ <  

(19) 

Введемо безрозмірні параметри: 0/p pr r R= , 

0/h h R= , 0 0 0/H H R= , а також безрозмірні висоти 

0/i ih h R= , i=0, 1, 2, 3, 4.  
У цих позначеннях розрахункову формулу для 

приведеного тиску можна записати у безрозмірній 
формі: 

 ( )0 1 2 3 4, , , , , ,α,μ, ,pp p r h h h h h n=  (20) 

де явний вигляд безрозмірних доданків відповідає но-
рмуванню виразів (5) та (18) на 0R . 

Таким чином, оптимальне значення приведе-
ного тиску можна обчислити за формулою (20) після 
знаходження оптимальних параметрів та числа подіб-
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них трикутних елементів у стінці. На основі цих вира-
зів сформовано безрозмірні залежності p  від pr , h , μ, 

α та n. Всі дослідження зроблені в межах 0h h> . Гра-
фічні залежності за виразом (20) наведено на рис. 3-7. 
Аналіз графічних залежностей наведено у наступному 
розділі. 

 

 
Рис. 3. Залежність приведеного тиску p  від 
відносного радіуса pr  при різних значеннях 

коефіцієнта тертя μ 

 
Рис. 4. Залежність приведеного тиску p  від 
кута нахилу бічної поверхні протипуансону α 
при різних значеннях коефіцієнта тертя μ 

 
Рис. 5. Залежність приведеного тиску p  від 

відносної висоти днища h  при різних значен-
нях коефіцієнта тертя μ 

 
Рис. 6. Залежність приведеного тиску p  від 
відносного радіуса pr  при різній кількості мо-
дулів n 

 
Рис. 7. Залежність приведеного тиску p  від 

0,74;0,775pr ∈    при n=1…5 

Аналіз та обговорення результатів 

Вплив основних параметрів 

Подальший параметричний аналіз показав узго-
джену з фізикою поведінку приведеного тиску p . 

(а) Відносний радіус pr  

За фіксованого mr .  збільшення pr .  зменшує 

площу отвору для витікання матеріалу. Це концентрує 
деформацію в області днища і одночасно призводить 
до стоншення стінки та збільшення її деформації. У 
формулах для довжин ліній зсуву і швидкостей  
(див. (20)) це проявляється збільшенням відповідних 
величин.  

Кількісно, на широкому інтервалі pr = 0,25…0,6 

приведений тиск при μ=0,1 зростає з 1,3 до 2,5, а при 
μ=0,3 – з 1,5 до 3,1. Це відповідає усередненому при-
росту порядку 39–46 % на кожні 0,12 зміни pr . На на-
ступній, набагато коротшій ділянці pr = 0,6…0,75 ло-

кальна чутливість зростає: при μ=0,1 збільшується з 2,5 
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до 4 (≈ 60 %), а при μ=0,3 – з 3,1 до 6 (≈ 93 %) за  
pr∆ = 0,15. Тобто приріст за майже той самий крок стає 

істотно більшим, ніж на інтервалі 0,25…0,6. 
При подальшому збільшенні радіуса,  

pr = 0,75…0,775 спостерігається різке посилення 

впливу: для μ=0,1 зростає з 4 до 6,0 (≈ 50 %), а для 
μ=0,3 – з 6 до 9,8 (≈ 63 %) на інтервалі pr∆ = 0,075, що 

в два рази менше попереднього. Це означає, що поб-

лизу порогового значення 
*

0,75pr ≈  «швидкість» ро-

сту приведеного тиску різко збільшується порівняно з 
областю малих радіусів. Для більших коефіцієнтів  
тертя всі зазначені приросту ще більші, тобто чутли-
вість приведеного тиску посилюється зі зростанням  
тертя. 

(б) Кут нахилу внутрішньої поверхні стінки α 

Зі збільшенням кута α зростає радіальна скла-
дова течії матеріалу в стінці, подовжуються лінії зсуву 
та контактні ділянки, що підсилює як пластичні, так і 
контактні втрати. На проміжку α = 5…25° приведений 
тиск при μ = 0,1 зростає з 1,8 до 2,85, а при μ=0,3 – з 2,4 
до 3,8. Тобто у цьому діапазоні збільшення кута на ко-
жні 5° дає усереднений приріст p  порядку 12 %. По-
дальше збільшення кута до α=30° призводить до сут-
тєво більшого і відчутного приросту: при μ = 0,1 при-
ведений тиск змінюється з 2,85 до 3,7 (≈ 30 %), а при 
μ = 0,3 – з 3,8 до 4,8 (≈ 26 %). Тобто приріст за той са-
мий крок стає істотно більшим. Для більших коефіціє-
нтів тертя μ прирости p  у тих самих кутових інтерва-
лах вищі, тобто вплив α посилюється зі збільшенням 
тертя. 

(в) Коефіцієнт тертя μ 

Зростання μ прямо підсилює контактні доданки 
у виразі для приведеного тиску, що відповідають поту-
жності сил тертя на контактах “матеріал–інструмент”. 
У всьому дослідженому діапазоні параметрів збіль-
шення μ веде до підвищення p ; характер кривих збе-
рігається, відбувається практично паралельний зсув 
вгору.  

(г) Відносна товщина днища h  
Зменшення h  означає меншу остаточну тов-

щину днища при цьому збільшується робота деформа-
ції у зоні днища та зростає висота стінки 1H , тобто бі-
льша частка формозміни переноситься на стінку. Це 
змінює оптимальні параметри розбиття 3 4, h h  таким 
чином, що в (20) зростають як швидкості ковзання, так 
і довжини ліній тертя. У результаті приведений тиск 
зростає при зменшенні h .  

При зменшенні h  з 1,5 до 1,0 приведений тиск 
при μ = 0,1 зростає з 2,0 до 2,4 (≈ 20 %), а при μ=0,3 – з 
2,37 до 3,4 (≈ 43 %). Отже, уже на цьому етапі змен- 

шення товщини днища на третину дає приріст p  від 
помірного (для малого тертя) до досить значного (для 
більшого тертя). Подальше зменшення h  з 1,0 до 0,75 
проявляється ще виразніше. Для μ=0,1 p  збільшується 
з 2,4 до 2,95 (≈ 23 %), тоді як для μ=0,3 – з 3,4 до 4,65 
(≈ 37 %). Таким чином, зменшення h  у діапазоні 
1,5…0,75 дає сумарне зростання p  приблизно в 1,5 
рази для малого тертя і майже вдвічі для більшого, при-
чому внесок тертя стає тим відчутнішим, чим тонше 
днище. 

Узагальнюючи, найбільшу відносну чутливість 
p  демонструє до відносного радіуса pr , особливо по-

близу порогового значення * 0,745pr ≈ , де навіть неве-

ликі зміни радіуса спричиняють різке зростання приве-
деного тиску. Вплив кута α та коефіцієнта тертя μ є зна-
чним і порівняного порядку, а вплив відносної тов-
щини днища h  є помірним, але стабільним за напря-
мом: у всьому дослідженому діапазоні p  зростає зі 

зменшенням h .  

Вплив кількості подібних жорстких елемен-
тів n та порогова поведінка 

Окремий інтерес становить вплив кількості по-
дібних жорстких елементів n у стінці конічної порож-
нини. Параметричний аналіз продемонстрував поро-
гову поведінку ( )p n  за відносним радіусом pr . Для 

прийнятих у роботі геометричних і трибологічних па-

раметрів існує значення 
*

0,745pr ≈ , для якого харак-

тер залежності змінюється.  

• При 
*

p pr r≤  приведений тиск зростає зі збіль-

шенням n; мінімум ( )p n  досягається вже при n=1. У 
цьому режимі додаткове подрібнення стінки на жорс-
ткі елементи лише збільшує сумарну довжину ліній 
зсуву та контактних поверхонь, не даючи виграшу в 
«кінематиці» течії. 

• При 
*

p pr r>  залежність ( )p n  стає немоно-

тонною: з’являється локальний мінімум при n>1, при-
чому оптимальне значення optn  зростає зі збільшенням 

pr . Для більших конічних порожнин «дрібніше» роз-

биття стінки на жорсткі елементи дає більш гнучку 
схему розбиття й дозволяє зменшити зсувні та контак-
тні втрати у порівнянні з варіантом n=1. 

Положення порогу 
*

pr  та числові значення optn  

зміщуються при зміні pr , 0H , α  та μ , однак якісна ка-

ртина зберігається: для малих і середніх  pr  оптима-
льно n = 1, для великих  pr  доцільно аналізувати кілька 

варіантів n>1.  
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Практичні рекомендації та подальша перевірка 

Отримані закономірності дозволяють сформу-
лювати низку практичних рекомендацій для поперед-
нього проектування процесу прямого видавлювання 
деталей з конічною порожниною: 

• Малі та середні  pr . Доцільно обмежуватися 

розбиттям стінки з n=1; зменшення α та коефіцієнта те-
ртя μ (застосування ефективних мастил, покриттів ін-
струмента) є найпростіший шлях до зниження p . 

• Великі  pr . Раціонально перевіряти декілька 

варіантів n=1…5 і обирати число жорстких елементів 
за мінімальним значенням приведеного тиску. 

• Кут α та тертя μ. Надмірно великі значення α 
та μ слід уникати, оскільки вони одночасно підсилю-
ють і зсувні, і контактні втрати, приводячи до істотного 
зростання p  і перевантаження інструмента. 

• Відносна товщина днища h . За можливості 
варто підтримувати більші значення h , тому що це 
зменшує частку деформації як у днищі, так і в стінці та, 
відповідно, знижує приведений тиск.  

Отримана аналітико-енергетична модель прида-
тна для швидкого інженерного оцінювання p  на ран-
ніх етапах проектування, однак не замінює повністю 
детальний аналіз напружено-деформованого стану. 
Для точного визначення полів напружень, локальних 
концентрацій деформації та навантаження на інстру-
мент доцільно виконати додаткову перевірку окремих 
конфігурацій методом скінченних елементів (МСЕ) та, 
за наявності, зіставити результати з експерименталь-
ними даними. Повномасштабна перевірка результатів 
за допомогою МСЕ-моделювання та/або експерименту 
розглядається як окремий напрям подальших робіт. 

Висновки 

1. На основі аналізу літератури з холодного 
видавлювання порожнистих конічних деталей 
встановлено, що поширені підходи (інженерні фор-
мули, МСЕ-моделювання та класичні модульні схеми 
МВО) або орієнтовані лише на окремі стадії процесу, 
або містять наперед фіксовані геометричні параметри 
(кут ліній зсуву, співвідношення відрізків). Це обме-
жує можливість одержання узагальненого аналітич-
ного виразу для приведеного тиску при прямому вида-
влюванні деталей з конічною порожниною та не дозво-
ляє обирати параметри розбиття з умови оптимально-
сті, що й обґрунтувало необхідність побудови параме-
тричної схеми осередку деформування на основі МВО. 

2. Побудовано узагальнену параметричну 
схему осередку деформування для прямого видав-
лювання деталі з конічною порожниною, у якій осе-
редок розділено на зону стискання/розвертання потоку 
(днище) та зону обтиснення стінки з відповідними вне-
сками 1p  і 2p ; для цієї схеми побудовано годограф 

швидкостей. На відміну від відомих схем із фіксова-
ними оптимальними параметрами, у запропонованій 
постановці геометричні параметри розбиття (висоти 
трикутних елементів та кутові співвідношення) зада-
ються як змінні й надалі визначаються з задачі мінімі-
зації приведеного тиску. 

3. Для зони стискання та розвертання потоку 
побудовано модифіковану кінематичну схему 
днища й отримано аналітичні оптимуми парамет-
рів 0 1 2, ,h  h  h . Внесок 1p  представлено як функцію па-
раметрів розбиття та відношення радіусів матриці й 
протипуансону та коефіцієнта тертя. Розв’язано сис-
тему рівнянь для екстремуму цієї функції й отримано 
явні формули для оптимальних висот жорстких елеме-
нтів; за допомогою матриці Гессе та критерію Сильве-
стра показано, що знайдена стаціонарна точка відпові-
дає мінімуму. Встановлено умови на геометричні пара-
метри й коефіцієнт тертя, які забезпечують фізичну ко-
ректність і відсутність вироджених конфігурацій роз-
биття днища. 

4. Для зони стінки розроблено нову схему роз-
биття на систему подібних трикутних елементів і 
зведено оптимізацію до одновимірної задачі. Вста-
новлено коефіцієнти подібності трикутних жорстких 
елементів і трикутників годографа швидкостей, отри-
мано зв’язок ( )3 4 , λ,h h n  та висоту стінки 1H  з умови 
рівності об’ємів заготовки й деталі. Внесок стінки 2p  
подано як функцію параметра розбиття 4h  та числа жо-
рстких елементів n з явними умовами допустимості. Це 
відрізняється від класичних модульних схем тим, що 
параметри стінки не задаються наперед, а визнача-
ються з умов оптимальності. 

5. Отримано повний вираз для приведеного 
тиску 1 2= +p p p  у безрозмірній формі й виконано 
параметричний аналіз його залежностей. Показано, 
що p  зростає зі збільшенням коефіцієнта тертя, кута 
нахилу внутрішньої поверхні стінки, радіуса протипу-
ансону, а також при зменшенні відносної товщини 
днища. Така поведінка пояснюється збільшенням зсу-
вних та контактних втрат, а також переносом деформа-
цій на тоншу стінку та днище. Встановлено, що глоба-
льно найбільшою є чутливість p  до відносного раді-
уса протипуансону, особливо поблизу порогового зна-

чення 
*

0,745pr ≈ , тоді як вплив кута нахилу та коефі-

цієнта тертя є значним, але менш різким, а вплив від-
носної товщини днища - помірним і монотонним ( p  

зростає при зменшенні h ). Виявлено порогову поведі-
нку ( )p n : для малих і середніх значень приведеного 
радіусу протипуансону оптимальним є n=1, тоді як для 
більших значень відносного радіусу з’являється лока-
льний мінімум при n>1 і оптимальне число подібних 
жорстких елементів optn  зростає зі збільшенням від-

носного радіусу протипуансону. 
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1. Сформульовано практичні рекомендації й 
показано модульний потенціал запропонованої 
схеми. Для малих і середніх значень відносного раді-
усу протипуансону доцільно застосовувати один жор-
сткий елемент в стінці (n=1) та мінімізувати кут нахилу 
внутрішньої поверхні стінки і коефіцієнт тертя (зма-
щення, покриття інструмента). Для більших значень 
відносного радіусу протипуансону рекомендовано пе-
ревіряти декілька варіантів n і обирати конфігурацію за 
мінімальним значенням приведеного тиску; підтри-
мання більшої відносної товщини днища дозволяє зни-
зити навантаження на інструмент. Розбиття ділянок 
днища і стінки на жорсткі елементи фактично формує 
два окремі кінематичні модулі для схем плоского де-
формованого стану, які можуть застосовуватися як го-
тові кінематичні блоки в інших задачах видавлювання. 
Це надає моделі додаткового практичного значення як 
швидкого інженерного інструмента для попереднього 
проектування. 
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Автори заявляють, що вони не мають жодного конф-
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Upper-bound estimate of reduced pressure and optimisation of scheme parame-
ters for direct extrusion of parts with a conical cavity 

Anton Hranovskyi  

Donbass State Engineering Academy, Kramatorsk-Ternopil, Ukraine  

Abstract. The object of the study is the process of direct cold extrusion of parts with a conical cavity. The problem addressed is the 
absence of general analytical estimates of the reduced pressure that simultaneously take into account the geometry of the bottom and 
wall of conical cavity, contact friction and the parameters of the deformation-zone partition, while remaining suitable for engineering 
calculations. The aim of the work is to develop a parametric scheme for partitioning the deformation zone and to determine the partition 
parameters for which the reduced pressure is minimal. The deformation zone is divided into a compression and flow-turning region in 
the bottom and a compression region in the wall of conical cavity; the reduced pressure is represented as the sum of the contributions 
of these regions. For the bottom, closed-form expressions for the optimal geometric parameters are obtained; for the wall, the mini-
misation problem is reduced to a one-dimensional search with respect to the partition parameter at a fixed number of similar triangular 
elements. It is shown that increasing the relative radius of the cavity from 0.25 to 0.7 and the cone angle of the wall from 5° to 30°, as 
well as decreasing the relative bottom thickness from 1.5 to 0.75, leads to an increase in reduced pressure by approximately 1.5–2 
times. A threshold dependence on the number of similar elements in the wall of conical cavity is revealed: for small relative radii the 
minimum is achieved with one element, whereas for larger radii the optimal number ranges from two to five.  
The partition parameters are not prescribed in advance but are determined from the minimum-pressure condition, which allows the 
partitions of the bottom and wall to be treated as two kinematic modules. The proposed model accounts for geometry, friction and the 
number of similar rigid elements and can be used for preliminary design of extrusion processes for parts with a conical cavity and 
combined extrusion schemes. 
Keywords: direct extrusion, conical cavity, upper-bound method, rigid triangular elements, reduced pressure, kinematic module, op-
timisation. 
 
 

https://proc.mmi.kpi.ua/article/view/174481
https://doi.org/10.64828/conf-75-2025

	DOI: 10.20535/2521-1943.2025.9.4(107).344506
	Розклад приведеного тиску за зонами та параметризація схеми
	Оптимізація параметрів зони стискання і розвертання
	Вплив основних параметрів
	Вплив кількості подібних жорстких елементів n та порогова поведінка
	Практичні рекомендації та подальша перевірка


