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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
ПЛАСТИЧЕСКОГО ФОРМОИЗМЕНЕНИЯ 

МЕТАЛЛА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЛОЖЕННЫХ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 
 
Представлено рішення плоскої задачі в аналітичному вигляді для замкненої системи рівнянь теорії пластичності з 

використанням вкладених гармонійних функцій. Показано рішення з використанням теорії пластичного плину. Проведено аналіз 
рішення задачі для простого середовища, що зміцнюється, який показує, що розподіл контактних напружень визначається 
фактором форми осередку деформації та величиною коефіцієнта тертя. 

 
There is presented the solution of plane problem in analytical form for closed system of equation of the theory of plasticity with using 

enclosed harmonious functions. There are shown decisions with using of the theory of a plastic current. There is passed the analysis of the 
decision of a problem for the simple strengthened environment which shows is passed that distribution of contact pressure is defined by the 
factor of the form of the centre of deformation and size of factor of a friction 

 

 
Введение. Основное количество известных решений в механике деформированного тела не позволяют 

рассматривать комплексное решение, связанного с определением одновременно как напряженного, так и 
деформированного состояния металла. Рассматриваются решения только для определения напряженного или 
деформированного состояния и при этом поля напряжений и деформаций чаще всего не связаны друг с другом. Это 
не позволяет получать аналитическим путем математическую модель пластической среды. Возникают проблемы, 
которые не позволяют получить однозначную связь полей напряжений и деформаций. 

В этом плане ценным является то, что предложенные решения расширяют возможность удовлетворения 
граничных и очевидных условий, как по напряжениям, так и по деформациям в очаге деформации. 

Постановка задачи. В систему (1) включены уравнения деформационной теории пластичности и теории 
течения: уравнения равновесия, условия пластичности, уравнения связи скоростей деформаций и напряжений, 
уравнения несжимаемости для скоростей деформаций, уравнения неразрывности скоростей деформаций: 

 

xyxy

F

k

yxyx

xyyx

yx

xy

yx

xy

yx

xyyx

yyxxyx
















































'2

2

2

2

2

1'

222

;0

;
2

;44)(

;0;0

 (1) 

где y , x  - нормальные напряжения; xy  - касательное напряжение; k  - сопротивление пластической 

деформации на сдвиг (переменная величина); x , y , 
'
xy  - скорости деформаций. 

Граничные условия заданы в напряжениях [1] 
  2sin Аkn  

или )2cos2sin
2

( 


 xy
yx

n  (2) 

Дополнительные условия заданы контактными удельными силами трения (2), изменяющимися по 
синусоидальному закону с деформационным и скоростным упрочнением. Все интенсивности зависят от координат 
очага деформации.  
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Решение задачи. Граничное условие (2) будет тождественно удовлетворено, если принять 
  Akху sin  (3) 

Рассматривается сложная зависимость от координат, при этом   expHk , где H  - переменный 

коэффициент, принимаемый в дальнейшем равным постоянной величине C . Выражение (3) задает граничные 

условия (2), которые замыкают систему уравнений (1). 
Ранее в работах [2…4] были предложены решения с использованием метода гармонических функций для 

определения поля напряжений: 
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при условии уx АФ ,               xy АФ  (5) 

Из последних соотношений Коши-Римана (5) следует, что вводимые в рассмотрение координатные функции 

АФ  и   являются гармоническими, т.е. удовлетворяют уравнениям Лапласа. 

0

0





yyxx

yyxx

АФАФ
 

Представляет интерес использование гармонических функций в решении. В работах [2…4] использовались 
следующие координатные гармонические функции: 
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Представленные функции (6) являются гармоническими, удовлетворяющие уравнению Лапласа и 
соотношениям Коши-Римана. Вторая и третья группа функций представляют собой сумму гармонических 
координатных функций разного порядка. 

Следует отметить, что произведения 
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также являются гармоническими функциями. Следовательно, в конструкцию функций AФ  и   можно вложить 
новые построения типа (7) при условии, что аргументы функций будут гармоническими. 

Рассмотрим аргумент тригонометрической функции в виде вложенной функции: 

    ''
2

'
1 sinexpexp АФCCАФ   (8) 

где 'АФ  и '  - вложенные координатные гармонические функции вида (6). 
В случае (8) расширяется диапазон применения аналитических решений при удовлетворении граничных и 

очевидных условий в очаге деформации. Подставляя (8) в уравнение Лапласа получаем тождество: 
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Уравнение (9) тождественно равно нулю, если выражения, стоящие в квадратных скобках равны нулю и если 
вложенные гармонические функции соответствуют условию Коши-Римана: 
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Через соотношения Коши-Римана определяем значение функции  : 
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Анализ полученных результатов. С использованием вложенных гармонических функций на примере осадки 
покажем, что существует область устойчивых решений для компонентов тензора напряжений как на контактной 
поверхности, так и во всем объеме. 

Интегрируя уравнения равновесия (1) с учетом гармонических функций (8), (10), получим выражения для 
определения компонентов напряжений: 
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 Последние выражения могут быть упрощены, приняв 02 C : 
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При этом вложенные гармонические функции 'АФ  и '  имеют вид: 
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где 6AA  - постоянная величина. 

Постоянные интегрирования и функции определились из граничных очевидных условий, включая среднее 
напряжение: 
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Подставляя граничные условия для осадки, выраженные через напряжения, получим: 
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где L , H  - длина и высота очага деформации; f  - коэффициент трения. 

Из условия пластичности  cos20 k , 0kC  . Подставляя в (11) компоненты тензора напряжений, 
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Возможность реализации решения с использованием вложенных гармонических координатных функций 
показывает, что существует область допустимых значений в пределах, в которых получен реальный результат 
распределения напряжений в данном случае при осадке. 

Результаты расчета по формулам (12) приведены на рис 1-2. Анализ графических зависимостей показывает, что 
распределение контактных напряжений реагирует на фактор формы очага деформации и коэффициент трения. 
Полученные результаты качественно и количественно отражают общие закономерности распределения полей тензора 
напряжений по всему очагу деформации и в полной мере удовлетворяют граничным условиям. Результаты расчетов 
совпадают с реальными эпюрами контактных напряжений. Следует подчеркнуть, что полученные выражения едины 
для всего очага деформации и нет необходимости разбивать его на отдельные зоны контактного трения. 
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Рис. 1. Распределение нормальных (а) и касательных (б) напряжений по высоте полосы при осадке 8/ HL , 

5,0...1,0f  
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Рис. 2. Распределение нормальных (а) и касательных (б) напряжений по высоте полосы при осадке 4,0f , 

10...1/ HL  

Выводы: 
1. Возможно построение гармонических функций вида  Acosexp  и  Asinexp  при условии, что их 

аргументы также являются гармоническими функциями. 

2. Аргументы функций АФ  и   могут использовать построения вида '' cosexp  A  и '' sinexp  A , 

т.к. они тождественно удовлетворяют уравнению Лапласа при условии ''
yx АФ , ''

xy АФ . 

3. Получены выражения для компонентов тензора напряжений с использованием вложенных гармонических 
функций. 

4. Расчет напряжений показывает, что они качественно и количественно соответствуют экспериментальным 
данным. 
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